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Γραμμικά Συστήματα
και Μήτρες 8
8.1 Εισαγωγή στην Γραμμική ΄Αλγεβρα

Το κύριο ϑέµα της γραµµικής άλγεβρας είναι η λύση συστηµάτων (αλ-

γεβρικών) γραµµικών εξισώσεων. Στο Λύκειο για την επίλυση συστη-

µάτων δύο και τριών γραµµικών εξισώσεων χρησιµοποιήσατε την µέθοδο

της απαλοιφής, περιορίζοντας την προσοχή σας σε συστήµατα τα οποία έχουν µια

και µόνο λύση και ϐρίσκοντας εφαρµογές σε «πραγµατικά προβλήµατα» τα οποία

έχουν µια και µόνο «απάντηση». Σε αυτή την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε ένα

µέρος της ϐασικής ορολογίας της γραµµικής άλγεβρας, εξετάζοντας τη στοιχειώδη

τεχνική της απαλοιφής από µια ελαφρώς πιο γενική άποψη. Στις επόµενες ενότητες

εφαρµόζουµε την ίδια τεχνική για την επίλυση συστηµάτων πολλών γραµµικών

εξισώσεων µε πολλούς αγνώστους. Οι εφαρµογές της µεθόδου της απαλοιφής είναι

ποικίλες και σηµαντικές, επειδή πολλά µαθηµατικά προβλήµατα εµπλέκουν την

επίλυση γραµµικών συστηµάτων.

Ας ϑυµηθούµε ότι αν a, b, και c είναι σταθερές µε a και b όχι και οι δύο µηδέν,

τότε η γραφική παράσταση της εξίσωσης

ax + by = c (1)

είναι µια ευθεία γραµµή στο επίπεδο xy. Για αυτόν το λόγο, µια εξίσωση της µορφής

(1) ονοµάζεται γραµµική εξίσωση των µεταβλητών x και y. Παρόµοια, µια εξίσωση

η οποία µπορεί να γραφεί στην µορφή

ax + by + cz = d (2)

ονοµάζεται γραµµική των τριών µεταβλητών x, y, και z (παρόλο που το γράφηµα της

ϐρίσκεται στο χώρο xyz και είναι επίπεδο και όχι γραµµή). ΄Ετσι οι εξισώσεις

3x − 2y = 5 και x − 7y + 5z = −11

είναι γραµµικές, επειδή περιέχουν µόνο πρώτες δυνάµεις των µεταβλητών τους. Αν-

τίθετα, οι εξισώσεις

x + y + xy = 5 και x2
+ y3
+

√
z = 1

δεν είναι γραµµικές, επειδή δεν µπορούν να γραφούν χωρίς µεγαλύτερες δυνάµεις,

ϱίζες και γινόµενα.

Δύο Εξισώσεις με Δύο Αγνώστους

΄Ενα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων (επίσης ονοµάζεται γραµµικό σύστηµα) είναι

απλά µια πεπερασµένη συλλογή γραµµικών εξισώσεων κάποιων µεταβλητών. Πολλές

ϕορές αναφερόµαστε στις µεταβλητές µε τον όρο «άγνωστοι» του συστήµατος. ΄Ετσι

λοιπόν, ένα σύστηµα δύο γραµµικών εξισώσεων µε δύο αγνώστους x και y µπορεί να

γραφεί στην µορφή
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618 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2.
(3)

Λέγοντας λύση του συστήµατος (3) εννοούµε ένα Ϲευγάρι τιµών (x, y)—συνήθως

πραγµατικών αριθµών—οι οποίες ικανοποιούν και τις δύο εξισώσεις ταυτόχρονα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Οι τιµές x = 2, y = −1 αποτελούν λύση του συστήµατος

2x − y = 5

x + 2y = 0
(4)

επειδή ικανοποιούνται και οι δυο εξισώσεις 2(2)−(−1) = 5 και (2)+2(−1) = 0. Οι τιµές

x = 3, y = 1 ικανοποιούν την πρώτη Εξίσωση (4) αλλά δεν ικανοποιούν την δεύτερη.

΄Ετσι οι (3, 1) δεν είναι λύση του συστήµατος (4). ◗

L2

L1

x

y

ΣΧΗΜΑ 8.1.1 Δύο
τεμνόμενες ευθείες: μοναδική
λύση.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Το γραµµικό σύστηµα

x + y = 1

2x + 2y = 3
(5)

δεν έχει λύση, επειδή αν x + y = 1, τότε 2x + 2y = 2, και έτσι 2x + 2y , 3. Βλέπουµε

λοιπόν ότι δύο αριθµοί που ικανοποιούν την πρώτη Εξίσωση της (5) δεν ικανοποιούν

ταυτόχρονα και την δεύτερη. ◗

΄Ενα γραµµικό σύστηµα ϑα λέµε ότι είναι συµβιβαστό αν έχει τουλάχιστον µία

λύση και ασυµβίβαστο εάν δεν έχει καµία. ΄Αρα, το σύστηµα του Παραδείγµατος 1

είναι συµβιβαστό ενώ το σύστηµα του Παραδείγµατος 2 είναι ασυµβίβαστο.

Οι Τρεις Πιθανότητες

΄Οταν δίνεται ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων, η ερώτηση που προκύπτει είναι :

Ποιο είναι το σύνολο όλων των λύσεων του συστήµατος ; Πιο σύντοµα, ποιο είναι το

σύνολο λύσεων του συστήµατος ;

L1

L2

x

y

ΣΧΗΜΑ 8.1.2 Δύο
παράλληλες ευθείες: καμία λύση.

Στην περίπτωση ενός γραµµικού συστήµατος

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2

(6)

δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις γνώσεις µας α-

πό την ϐασική γεωµετρία για να διακρίνουµε τις πιθανές λύσεις για το σύνολο λύσεων.

Αν καµία Εξίσωση στο (6) δεν έχει στο αριστερό µέρος της και τους δύο συντελεστές

µηδέν, τότε οι γραφικές τους παραστάσεις στο επίπεδο xy είναι δύο ευθείες γραµµές

L1 και L2. Τότε πρέπει να ισχύει ακριβώς ένα από τα επόµενα.

• Οι ευθείες L1 και L2 τέµνονται σε ένα µόνο σηµείο (όπως στο Σχήµα 8.1.1).

• Οι ευθείες L1 και L2 είναι παράλληλες (όπως στο Σχήµα 8.1.2).

• Οι ευθείες L1 και L2 ταυτίζονται— πρακτικά είναι η ίδια γραµµή (όπως στο Σχήµα

8.1.3).
L1 = L2

x

y

ΣΧΗΜΑ 8.1.3 Δύο ευθείες
που ταυτίζονται: άπειρες λύσεις.

΄Ενα Ϲευγάρι (x, y) πραγµατικών αριθµών αποτελεί λύση του συστήµατος (6) αν

και µόνο αν το σηµείο (x, y) στο σύστηµα συντεταγµένων ϐρίσκεται πάνω και στις δύο

ευθείες L1 και L2. Στην περίπτωση αυτή ϐλέπουµε από το Σχήµα 8.1.1, ότι υπάρχει

ακριβώς ένα τέτοιο σηµείο. Στην περίπτωση του Σχήµατος 8.1.2, δεν υπάρχει τέτοιο

σηµείο, και στην περίπτωση του Σχήµατος 8.1.3, υπάρχουν άπειρα τέτοια σηµεία—

κάθε σηµείο της ευθείας L1 = L2 είναι ένα τέτοιο σηµείο. Εποµένως ϐλέπουµε ότι

υπάρχουν µόνο τρεις πιθανότητες για ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο

αγνώστους : ΄Εχει είτε

• ακριβώς µια λύση,

• καµία λύση, ή

• άπειρες λύσεις.
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Αποτελεί ϑεµελιώδη αρχή της γραµµικής άλγεβρας (την οποία ϑα αποδείξουµε

στην Ενότητα 8.3) ότι όσες εξισώσεις και όσοι άγνωστοι κι αν εµφανίζονται σε ένα

γραµµικό σύστηµα πάντα ϑα υπάρχουν αυτές οι τρεις περιπτώσεις : ΄Ενα γραµµικό

σύστηµα m γραµµικών εξισώσεων µε n αγνώστους είτε έχει µια µοναδική λύση , ή δεν

έχει λύση, ή έχει άπειρες λύσεις. Είναι αδύνατο, για παράδειγµα, για ένα γραµµικό

σύστηµα να έχει ακριβώς δύο λύσεις ή να έχει ακριβώς 17 λύσεις.

Η Μέθοδος της Απαλοιφής

Τα τρία επόµενα παραδείγµατα µας δείχνουν πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

την στοιχειώδη µέθοδο της απαλοιφής για να λύσουµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε

δύο αγνώστους. Το να λύσουµε ένα σύστηµα σηµαίνει να προσδιορίσουµε πιο είναι

το σύνολό των λύσεων του. Η ϐασική ιδέα της µεθόδου είναι :

• Αρχικά, προσθέτουµε ένα κατάλληλο πολλαπλάσιο της πρώτης γραµµής στην

δεύτερη. Η ιδέα είναι να διαλέξουµε το πολλαπλάσιο µε τέτοιο τρόπο ώστε να

απαλείψουµε των άγνωστο x από την δεύτερη εξίσωση.

• Στην συνέχεια, η νέα εξίσωση περιέχει µόνο τη µεταβλητή y, έτσι λύνουµε απευ-

ϑείας ως προς y.

• Τελικά, προσδιορίζουµε την τιµή του x µε «αναδροµική αντικατάσταση» της τιµής

του y στην πρώτη εξίσωση.

Στα Παραδείγµατα 3 έως 5 παρουσιάζουµε την µέθοδο στις τρεις περιπτώσεις που

αντιστοιχούν στα Σχήµατα 8.1.1 έως 8.1.3 (αντίστοιχα).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Για να λύσουµε το σύστηµα

5x + 3y = 1

x − 2y = 8,
(7)

πρώτα εναλλάσσουµε τις δύο εξισώσεις

x − 2y = 8

5x + 3y = 1.

Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε −5 και προσθέτουµε τους

όρους που προκύπτουν στη δεύτερη (χωρίς να αλλάξουµε την πρώτη εξίσωση). ΄Ετσι,

το αποτέλεσµα είναι

x − 2y = 8

13y = −39.
(8)

Τώρα η δεύτερη εξίσωση δίνει αµέσως την τιµή του y = −3, και µε αναδροµική αντι-

κατάσταση της τιµής αυτής στην πρώτη εξίσωση έχουµε

x = 2y + 8 = 2(−3) + 8 = 2.

Θεωρώντας προφανές (προς το παρόν) ότι τα συστήµατα (7) και (8) έχουν το ίδιο σύνολο

λύσεων, καταλήγουµε ότι το αρχικό σύστηµα (7) έχει την µοναδική λύση x = 2, y = −3.

◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Για να λύσουµε το σύστηµα

2x + 6y = 4

3x + 9y = 11,
(9)

αρχικά πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε 1
2

και έτσι έχουµε

x + 3y = 2

3x + 9y = 11.

Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε −3 και προσθέτουµε κάθε

αντίστοιχο όρο της στην δεύτερη εξίσωση. ΄Αρα

x + 3y = 2

0 = 5.
(10)
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Η νέα εξίσωση µας δίνει, 0 = 5. Τι όµως σηµαίνει αυτό ; Αν γράψουµε το σύστηµα

(10) έχουµε

x + 3y = 2

0x + 0y = 5.

Επειδή προφανώς το 0 δεν είναι ίσο µε το 5, δεν υπάρχουν τιµές x και y που να ικανο-

ποιούν την δεύτερη εξίσωση. Εποµένως δεν υπάρχουν ούτε τιµές που να ικανοποιούν

και τις δύο εξισώσεις ταυτόχρονα. Από αυτό συµπεραίνουµε ότι το αρχικό σύστηµα

(9) δεν έχει λύσεις. ◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Αν αντί του συστήµατος (9), είχαµε ξεκινήσει στο Παράδειγµα 4

µε το σύστηµα,

2x + 6y = 4

3x + 9y = 6
(11)

και είχαµε εφαρµόσει τους ίδιους µετασχηµατισµούς, ϑα είχαµε ϐρει, αντί του (10) το

σύστηµα

x + 3y = 2

0 = 0.
(12)

Εδώ, 0 = 0 είναι η συντοµογραφία για την εξίσωση

0x + 0y = 0,

η οποία ικανοποιείται για όλες τις τιµές x και y. ΄Οσο αφορά τους περιορισµούς ή τις

συνθήκες για το x και y, µια από τις αρχικές δύο εξισώσεις εξαφανίστηκε, αφήνοντάς

µας µε την εξίσωση

x + 3y = 2. (13)

Φυσικά αυτό δεν αποτελεί έκπληξη, γιατί κάθε Εξίσωση στο (11) είναι πολλαπλάσιο της

εξίσωσης του (13). Κατά κάποιο τρόπο είχαµε ήδη από την αρχή µία µόνο εξίσωση. Σε

κάθε περίπτωση µπορούµε να αντικαταστήσουµε στην (13) το y µε οποιαδήποτε τιµή

ϑέλουµε και στην συνέχεια να λύσουµε ως προς x. ΄Ετσι το σύστηµά µας στην (11)

έχει άπειρες λύσεις. Για να τις εκφράσουµε, ας γράψουµε όπου y = t, όπου t είναι

µια νέα παράµετρος την οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε για να ϐρούµε τα Ϲεύγη των

λύσεων (x, y). Τότε η Εξίσωση (13) µας δίνει x = 2−3t, έτσι οι άπειρες του συστήµατος

(11) είναι :

x = 2 − 3t, y = t

καθώς η αυθαίρετη παράµετρος t µπορεί να πάρει όλες τις τιµές στο σύνολο των

πραγµατικών αριθµών. Για παράδειγµα, αν t = 2 τότε έχουµε την λύση (−4, 2), και αν

t = −3 έχουµε την λύση (11,−3). ◗

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Υπάρχει µια σχετική ευελιξία στο πώς παραµετροποιούνται οι άπειρες

λύσεις ενός συστήµατος. Για παράδειγµα, ϑα µπορούσαµε να παραµετροποιήσουµε

τις λύσεις του συστήµατος (11) διαφορετικά, γράφοντας x = s στην (13), παίρνοντας

έτσι µια διαφορετική παραµετροποίηση

x = s, y = 1
3
(2 − s)

η οποία δίνει τις ίδιες λύσεις. Για παράδειγµα, οι τιµές της παραµέτρου s = −4

και s = 11 µας δίνουν τις προηγούµενες λύσεις (−4, 2) και (11,−3) του αρχικού

συστήµατος (13). ◗

Σχόλιο Αυτά τα τρία παραδείγµατα επεξηγούν τα ϐασικά χαρακτηριστικά της µε-

ϑόδου της απαλοιφής, στην οποία «µετασχηµατίζουµε» ένα γραµµικό σύστηµα εφαρ-

µόζοντας µια ακολουθία ϐηµάτων που δεν αλλάζουν τις λύσεις του συστήµατος. Κάθε

ένα από αυτά τα ϐήµατα αποτελείται από έναν από τους τρεις στοιχειώδεις µετα-

σχηµατισµούς:

1. Πολλαπλασιάζουµε µια εξίσωση µε µια µη µηδενική σταθερά.

2. Εναλλάσσουµε δύο εξισώσεις.

3. Προσθέτουµε ένα πολλαπλάσιο µιας εξίσωσης σε µια άλλη εξίσωση.



Μαθ
ημ

ατ
ικα

 Ι (
εκ

δ. 
ΙΩ

Ν)

Edw
ard

 &
 P

en
ne

y

Εισαγωγή στην Γραμμική Άλγεβρα ΕΝΟΤΗΤΑ 8.1 621

Στις επόµενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου ϑα συζητήσουµε τη συστηµατι-

κή χρήση αυτών των στοιχειωδών µετασχηµατισµών για την διαδοχική απαλοιφή α-

γνώστων σε οποιοδήποτε γραµµικό σύστηµα, ανεξάρτητα από τον αριθµό των εξισώσε-

ων και των αγνώστων. Με τον τρόπο αυτό ϑα δούµε ότι κάθε γραµµικό σύστηµα

αντιστοιχεί σε ακριβώς µία από τις τρεις καταστάσεις που απεικονίζονται στα Παραδε-

ίγµατα 3 έως 5. ∆ηλαδή, είτε

• υπάρχει µία µοναδική λύση για το σύστηµα (όπως στο Παράδειγµα 3), ή

• δεν υπάρχει λύση για το σύστηµα (όπως στο Παράδειγµα 4), ή

• το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.

Τρεις Εξισώσεις με Τρεις Αγνώστους

Στην περίπτωση ενός συστήµατος τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους x, y, και z,

µπορούµε να προχωρήσουµε ως εξής : Υποθέτουµε ότι η πρώτη εξίσωση περιέχει τον

άγνωστο x και τη χρησιµοποιούµε για να απαλείψουµε το x από την δεύτερη και την

τρίτη εξίσωση προσθέτοντας το κατάλληλο πολλαπλάσιο της πρώτης εξίσωσης. Στην

συνέχεια, υποθέτουµε ότι η δεύτερη εξίσωση περιέχει τον άγνωστο y και χρησιµοποιο-

ύµε την νέα δεύτερη εξίσωση για να απαλείψουµε το y από την τρίτη. Λύνουµε την

νέα τρίτη εξίσωση ως προς z, αντικαθιστούµε αναδροµικά στη δεύτερη εξίσωση για

να προσδιορίσουµε το y, και, τελικά, µε αναδροµική αντικατάσταση των y και z στην

πρώτη εξίσωση ϐρίσκουµε το x. Τα ακόλουθα δύο παραδείγµατα περιγράφουν αυτή

τη διαδικασία.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Λύστε το γραµµικό σύστηµα

x + 2y + z = 4

3x + 8y + 7z = 20

2x + 7y + 9z = 23.

(14)

Λύση Αρχικά, προσθέτουµε στην δεύτερη εξίσωση −3 ϕορές την πρώτη και το απο-

τέλεσµα είναι

x + 2y + z = 4

2y + 4z = 8

2x + 7y + 9z = 23.

Στη συνέχεια η πρόσθεση −2 ϕορές της πρώτης εξίσωσης στην τρίτη δίνει

x + 2y + z = 4

2y + 4z = 8

3y + 7z = 15.

Τώρα έχουµε απαλείψει το x από την δεύτερη και την τρίτη εξίσωση. Για να απλοποι-

ήσουµε την διαδικασία απαλοιφής του y από την τρίτη εξίσωση, πολλαπλασιάζουµε

την δεύτερη εξίσωση µε 1
2
, και έτσι έχουµε

x + 2y + z = 4

y + 2z = 4

3y + 7z = 15.

Τελικά, η πρόσθεση −3 ϕορές της δεύτερης εξίσωσης στην τρίτη µας δίνει

x + 2y + z = 4

y + 2z = 4

z = 3.

(15)

Αυτό το σύστηµα έχει τριγωνική µορφή η οποία κάνει εύκολη την επίλυση του. Με

αναδροµική αντικατάσταση του z = 3 στην δεύτερη εξίσωση στο (15), ϐρίσκουµε ότι

y = 4 − 2z = 4 − 2(3) = −2;
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τότε η πρώτη εξίσωση δίνει

x = 4 − 2y − z

= 4 − 2(−2) − (3) = 5.

Εποµένως το αρχικό σύστηµα (14) έχει την µοναδική λύση x = 5, y = −2, z = 3. ◗

Παρατήρηση Τα ϐήµατα µε τα οποία µετασχηµατίσαµε το (14) στο (15) µας δείχνουν

ότι κάθε λύση του συστήµατος (14) είναι λύση του συστήµατος στο (15). Βέβαια αυτά

τα ϐήµατα µπορούν να αντιστραφούν για να δείξουµε παρόµοια ότι κάθε λύση του

συστήµατος (15) είναι επίσης λύση του συστήµατος (14). ΄Ετσι τα δύο συστήµατα

είναι ισοδύναµα µε την έννοια ότι έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων. Από τον υπολογισµό

στο τέλος του Παραδείγµατος ϐλέπουµε ότι το (15) έχει την µοναδική λύση (x, y, z) =

(5,−2, 3), και προκύπτει ότι αυτή είναι και η µοναδική λύση του αρχικού συστήµατος

(14).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Λύστε το σύστηµα

3x − 8y + 10z = 22

x − 3y + 2z = 5

2x − 9y − 8z = −11.

(16)

Λύση Για να αποφύγουµε τα κλάσµατα στην απαλοιφή του x, πρώτα αντιµεταθέτουµε

τις δύο πρώτες εξισώσεις και έτσι έχουµε

x − 3y + 2z = 5

3x − 8y + 10z = 22

2x − 9y − 8z = −11.

Προσθέτοντας −3 ϕορές την πρώτη εξίσωση στην δεύτερη έχουµε

x − 3y + 2z = 5

y + 4z = 7

2x − 9y − 8z = −11,

και έπειτα προσθέτοντας −2 ϕορές την πρώτη εξίσωση στην τρίτη προκύπτει ότι

x − 3y + 2z = 5

y + 4z = 7

− 3y − 12z = −21.

Τελικά, προσθέτοντας 3 ϕορές τη δεύτερη εξίσωση στην τρίτη εξίσωση προκύπτει ότι

x − 3y + 2z = 5

y + 4z = 7

0 = 0.

(17)

Επειδή η τρίτη εξίσωση έχει εξαφανισθεί, µπορούµε αυθαίρετα να επιλέξουµε z = t

και µετά να λύσουµε για x και y:

y = 7 − 4z = 7 − 4t,

x = 5 + 3y − 2z

= 5 + 3(7 − 4t) − 2t = 26 − 14t.

΄Ετσι το σύστηµα (16) έχει άπειρες λύσεις. Επιπλέον, ένας ϐολικός τρόπος για να τις

περιγράψουµε είναι :

x = 26 − 14t, y = 7 − 4t, z = t. (18)

Η αυθαίρετη παράµετρος t µπορεί να πάρει για τιµές όλους του πραγµατικούς

αριθµούς, και έτσι να δηµιουργήσει όλες (τις άπειρες) λύσεις του αρχικού συστήµατος

(16). Στο Σχήµα 8.1.4 ϐλέπουµε τα τρία επίπεδα που αντιστοιχούν στις τρεις εξισώσεις

του (16). Αυτά τα επίπεδα τέµνονται κατά µήκος της ευθείας που παραµετροποιήται

z

y

x

ΣΧΗΜΑ 8.1.4 Τα τρία επίπεδα
του Παραδείγματος 7.

από τις εξισώσεις στο (18). ◗
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Εφαρμογή στις Διαφορικές Εξισώσεις

Η γενική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης περιέχει µια αυθαίρετη στα-

ϑερά η οποία πρέπει να ικανοποιεί την αρχική συνθήκη. Στο επόµενο παράδειγµα

παρουσιάζουµε την γενική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης όπου γενι-

κά περιέχονται δυο αυθαίρετες σταθερές. ΄Ενα πρόβληµα αρχικών τιµών µιας τέτοιας

διαφορικής εξίσωσης συνήθως περιλαµβάνει δυο αρχικές συνθήκες, η εφαρµογή των

οποίων οδηγεί σε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε αγνώστους τις δύο αυθαίρετες στα-

ϑερές.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8 Αν A και B είναι σταθερές και

y(x) = Ae3x
+ Be−3x, (19)

µε παραγώγιση έχουµε

y′(x) = 3Ae3x − 3Be−3x (20)

και

y˝(x) = 9Ae3x
+ 9Be−3x

= 9y(x).

΄Ετσι η συνάρτηση y(x) που ορίζεται από την (19) ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση

δευτέρας τάξης

y′′ − 9y = 0. (21)

Τώρα, υποθέτουµε ότι ϑέλουµε να λύσουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών το οποίο

αποτελείται από την διαφορική εξίσωση και τις δύο αρχικές συνθήκες

y(0) = 7, y′(0) = 9. (22)

Τότε αντικαθιστώντας µε x = 0 στην (19) και (20) έχουµε το γραµµικό σύστηµα

A + B = 7

3A − 3B = 9

το οποίο δίνει άµεσα ότι A = 5 και B = 2. Εποµένως, η λύση

y(x) = 5e3x
+ 2e−3x

ικανοποιεί και την διαφορική εξίσωση (21) και τις αρχικές συνθήκες (22). ◗

8.1 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Σε κάθε ένα από τα Προβλήµατα 1 έως 22, χρησιµοποιήστε την

µέθοδο της απαλοιφής για να προσδιορίσετε εάν το σύστηµα είναι

συµβιβαστό ή όχι. Για κάθε συµβιβαστό σύστηµα, ϐρείτε την µονα-

δική λύση του, διαφορετικά περιγράψτε το σύνολο των άπειρων

λύσεων χρησιµοποιώντας µια αυθαίρετη παράµετρο t (όπως στα

Παραδείγµατα 5 και 7).

1. x + 3y = 9

2x + y = 8

2. 3x + 2y = 9

x − y = 8

3. 2x + 3y = 1

3x + 5y = 3

4. 5x − 6y = 1

6x − 5y = 10

5. x + 2y = 4

2x + 4y = 9

6. 4x − 2y = 4

6x − 3y = 7

7. x − 4y = −10

−2x + 8y = 20

8. 3x − 6y = 12

2x − 4y = 8

9. x + 5y + z = 2

2x + y − 2z = 1

x + 7y + 2z = 3

10. x + 3y + 2z = 2

2x + 7y + 7z = −1

2x + 5y + 2z = 7

11. 2x + 7y + 3z = 11

x + 3y + 2z = 2

3x + 7y + 9z = −12

12. 3x + 5y − z = 13

2x + 7y + z = 28

x + 7y + 2z = 32

13. 3x + 9y + 7z = 0

2x + 7y + 4z = 0

2x + 6y + 5z = 0

14. 4x + 9y + 12z = −1

3x + y + 16z = −46

2x + 7y + 3z = 19

15. x + 3y + 2z = 5

x − y + 3z = 3

3x + y + 8z = 10

16. x − 3y + 2z = 6

x + 4y − z = 4

5x + 6y + z = 20

17. 2x − y + 4z = 7

3x + 2y − 2z = 3

5x + y + 2z = 15

18. x + 5y + 6z = 3

5x + 2y − 10z = 1

8x + 17y + 8z = 5

19. x − 2y + z = 2

2x − y − 4z = 13

x − y − z = 5

20. 2x + 3y + 7z = 15

T hevaluesx + 4y + z = 20

x + 2y + 3z = 10

21. x + y − z = 5

3x + y + 3z = 11

4x + y + 5z = 14

22. 4x − 2y + 6z = 0

x − y − z = 0

2x − y + 3z = 0

Σε κάθε ένα από τα Προβλήµατα 23 έως 30, δίνονται η διαφορική

εξίσωση και η γενική λύση y(x). Προσδιορίστε τις σταθερές A και

B για να ϐρείτε την µερική λύση η οποία ικανοποιεί τις αρχικές

συνθήκες για y(0) και y′(0).

23. y′′ + 4y = 0, y(x) = A cos 2x + B sin 2x,

y(0) = 3, y′(0) = 8
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24. y′′ − 9y = 0, y(x) = A cosh 3x + B sinh 3x,

y(0) = 5, y′(0) = 12

25. y′′ − 25y = 0, y(x) = Ae5x
+ Be−5x,

y(0) = 10, y′(0) = 20

26. y′′ − 121y = 0, y(x) = Ae11x
+ Be−11x,

y(0) = 44, y′(0) = 22

27. y′′ + 2y′ − 15y = 0, y(x) = Ae3x
+ Be−5x,

y(0) = 40, y′(0) = −16

28. y′′ − 10y′ + 21y = 0, y(x) = Ae3x
+ Be7x,

y(0) = 15, y′(0) = 13

29. 6y′′ − 5y′ + y = 0, y(x) = Aex/2
+ Bex/3,

y(0) = 7, y′(0) = 11

30. 15y′′ + y′ − 28y = 0, y(x) = Ae4x/3
+ Be−7x/5,

y(0) = 41, y′(0) = 164

31. ΄Ενα σύστηµα της µορφής

a1 x + b1y = 0

a2 x + b2y = 0,

του οποίου οι σταθερές στο δεξί µέρος είναι όλες µηδέν,

λέγεται οµογενές. Εξηγήστε µε γεωµετρική συλλογιστική

γιατί ένα τέτοιο σύστηµα έχει είτε µια µοναδική λύση ή

άπειρες λύσεις. Στην πρώτη περίπτωση, ποια είναι η µονα-

δική λύση ;

32. Ας ϑεωρήσουµε το σύστηµα

a1 x + b1y + c1z = d1

a2 x + b2y + c2z = d2

δυο εξισώσεων µε τρεις αγνώστους.

(αʹ) Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι η γραφική παράσταση

κάθε τέτοιας εξίσωσης είναι ένα επίπεδο στο χώρο xyz

για να εξηγήσετε γιατί ένα τέτοιο σύστηµα είτε δεν έχει

λύση ή έχει άπειρες λύσεις.

(ϐʹ) Εξηγήστε γιατί το σύστηµα πρέπει να έχει άπειρες

λύσεις αν d1 = 0 = d2.

33. Το γραµµικό σύστηµα

a1 x + b1y = c1

a2 x + b2y = c2

a3 x + b3y = c3

τριών εξισώσεων µε τρεις άγνωστους αναπαρίσταται µε τρεις

γραµµές L1, L2, και L3 στο xy-επίπεδο. Στο Σχήµα 8.1.5

ϐλέπουµε τους έξι πιθανούς σχηµατισµούς αυτών των ευθει-

ών. Για κάθε περίπτωση περιγράψτε το σύνολο των λύσεων

του συστήµατος.

34. Ας ϑεωρήσουµε το γραµµικό σύστηµα

a1 x + b1y + c1z = d1

a2 x + b2y + c2z = d2

a3 x + b3y + c3z = d3

τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους για να αντιπροσωπε-

ύσουµε τα τρία επίπεδα P1, P2, και P3 στον χώρο xyz. Πε-

ϱιγράψτε το σύνολο των λύσεων του συστήµατος σε κάθε µία

από τις ακόλουθες περιπτώσεις.

(αʹ) Τα τρία επίπεδα είναι διακριτά και παράλληλα.

(ϐʹ) Τα τρία επίπεδα συµπίπτουν—P1 = P2 = P3.

(γʹ) P1 και P2 συµπίπτουν και είναι παράλληλα στο P3.

(δʹ) P1 και P2 τέµνονται στην γραµµή L η οποία είναι πα-

ϱάλληλη στο P3.

(εʹ) P1 και P2 τέµνονται στην γραµµή L η οποία ϐρίσκεται

στο P3.

(ϛʹ) P1 και P2 τέµνονται στην γραµµή L η οποία τέµνει το

P3 σε ένα µοναδικό σηµείο.

L3

(d)

L2

L1

(f)

L1 = L2 = L3

(e)

L3

L1 = L2

(a)

L1

L2

L2

L3

L3

(b)

L3

L1

(c)

L1

L2

ΣΧΗΜΑ 8.1.5 Οι τρεις ευθείες στο επίπεδο (Πρόβλημα 33).
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8.2 Μήτρες και Κλιμακωτή Μορφή

Στο Παράδειγµα 6 της Ενότητας 81 εφαρµόσαµε την µέθοδο της απαλοιφής για να

λύσουµε το γραµµικό σύστηµα

1x + 2y + 1z = 4

3x + 8y + 7z = 20

2x + 7y + 9z = 23.

(1)

Εφαρµόσαµε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς για να µετατρέψουµε το σύστηµα στο

ισοδύναµο σύστηµα

1x + 2y + 1z = 4

0x + 1y + 2z = 4

0x + 0y + 1z = 3,

(2)

το οποίο µπορέσαµε να λύσουµε εύκολα µε αναδροµική αντικατάσταση. Εδώ έχου-

µε τυπώσει έγχρωµα του συντελεστές και τους σταθερούς (ακόµα και τους 0 και 1

που συνήθως παραλείπονται). Επειδή οτιδήποτε άλλο–τα σύµβολα x, y, και z των

αγνώστων και τα πρόσηµα + και = —είναι επιπλέον ϕορτίο που σηµαίνει µόνο επι-

πλέον γράψιµο. ΄Ετσι, στο Παράδειγµα 6 χρησιµοποιήσαµε µια κατάλληλη ακολουθία

µετασχηµατισµών για να µετατρέψουµε την διάταξη




















1 2 1 4

3 8 7 20

2 7 9 23





















(3)

των συντελεστών και σταθερών του (1) στην διάταξη.




















1 2 1 4

0 1 2 4

0 0 1 3





















(4)

των συντελεστών και σταθερών του (2).

Ορθογώνιες διατάξεις αριθµών όπως αυτοί στις (3) και (4) ονοµάζονται µήτρες.

Εποµένως, η µήτρα είναι απλά µια ορθογώνια διάταξη αριθµών, οι οποίοι καλούνται

εγγραφές ή στοιχεία της µήτρας. Το µέγεθος, ή το σχήµα, της µήτρας προσδιορίζε-

ται από το πόσες οριζόντιες γραµµές και κάθετες στήλες έχει. Κάθε µήτρα στις (3)

και (4) έχει τρεις γραµµές και τέσσερις στήλες, άρα είναι µια µήτρα 3 × 4 (διαβάζεται

«τρία επί τέσσερα»). Πάντα προσδιορίζουµε πρώτα των αριθµό των γραµµών και µετά

τον αριθµό των στηλών.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Οι µήτρες

[

3 −7

−2 5

]

[

3 0 −1 5
]





















2

0

−3





















έχουν µέγεθος 2 × 2, 1 × 4, και 3 × 1, αντίστοιχα. ◗

Μήτρες των Συντελεστών

΄Ενα γενικό γραµµικό σύστηµα m γραµµικών εξισώσεων και n αγνώστων x1, x2, . . . , xn

µπορεί να γραφεί στην µορφή

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · · + amnxn = bm.

(5)

Παρατηρήστε ότι µε ai j συµβολίζουµε τους (σταθερούς) συντελεστές της i εξίσωσης

της j µεταβλητής x j και ότι µε bi συµβολίζουµε την σταθερά στο δεξί µέρος της i

εξίσωσης. ΄Ετσι ο πρώτος δείκτης i αναφέρεται στην εξίσωση και ο δεύτερος δείκτης

j αναφέρεται στον άγνωστο. Για παράδειγµα, µε a32 συµβολίζουµε των συντελεστή

του x2 της τρίτης εξίσωσης. Αυτό το σχέδιο της συστηµατικής χρήσης διπλών δεικτών
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µας επιτρέπει να καθορίζουµε άµεσα τη ϑέση κάθε συντελεστή σε ένα σύστηµα µε

πολλές εξισώσεις και πολλούς αγνώστους. Επίσης µας ϐοηθά να απαλλαγούµε από

τις περιττές πληροφορίες του 5), εστιάζοντας την προσοχή µας µόνο στους συντελεστές.

Η µήτρα των συντελεστών του γραµµικού συστήµατος του (5) είναι η m × n

µήτρα

A =





































a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

...
...

...
. . .

...

am1 am2 am3 · · · amn





































. (6)

Θα χρησιµοποιήσουµε έντονα κεφαλαία γράµµατα για να συµβολίσουµε τις µήτρες

και µικρά γράµµατα για να συµβολίσουµε αριθµούς. ΄Οταν ϑέλουµε να αναφερθούµε

σύντοµα σε µια µήτρα A και στα στοιχεία της, µπορούµε να γράψουµε

A =
[

ai j

]

=































...

· · · · · · ai j · · · · · ·
...































(i γραµµή)

(j στήλη)

(7)

Ο πρώτος δείκτης i προσδιορίζει την γραµµή και ο δεύτερος δείκτης j την στήλη A

στην οποία εµφανίζεται το στοιχείο ai j:

Πρώτος ∆εύτερος

δείκτης δείκτης

Γραµµή Στήλη

Παρόλο που η χρήση των διπλών δεικτών µπορεί ϕαίνεται κουραστική όταν τη

συναντά κανείς για πρώτη ϕορά, ϑα διαπιστώσετε ότι είναι ιδιαίτερα χρήσιµη. Για

παράδειγµα, οι διπλοί δείκτες παραπέµπουν στο συµβολισµό που χρησιµοποιείται

στις περισσότερες γλώσσες προγραµµατισµού. Πολλές πρακτικές εφαρµογές οδηγούν

σε γραµµικά συστήµατα µε εκατοντάδες ή ακόµα και χιλιάδες αγνώστους και εξι-

σώσεις. Στα τυπικά συστήµατα υπολογιστών, η µήτρα των συντελεστών A ενός τέτοιου

συστήµατος µπορεί να αναπαρασταθεί σε µια δισδιάστατη διάταξη όπου η A(i, j) συµ-

ϐολίζεται µε ai j. Με αυτή την προσέγγιση, ο υπολογιστής µπορεί να χειριστεί µια

µήτρα 100 × 100 µε τον ίδιο τρόπο που µπορεί να χειριστεί µια µήτρα 3 × 3 .

Οι µήτρες (3) και (4) δεν περιέχουν µόνο τους συντελεστές αλλά και τις σταθερές

του δεξιού µέρους των συστηµάτων (1) και (2). Ας γράψουµε

b =



































b1

b2

...

bm



































(8)

για την στήλη των σταθερών στη γενική µορφή (5). Μια m × 1 µήτρα—δηλαδή, µια

µήτρα µε µια µόνο στήλη—συχνά καλείται (στήλη) διάνυσµα και συµβολίζεται µε

έντονα γράµµατα. ΄Οταν επισυνάπτουµε το σταθερό διάνυσµα b στην µήτρα των συν-

τελεστών A (ως µια τελική στήλη), έχουµε την µήτρα

[

A b
]

=





































a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

...
...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm





































. (9)

Μια τέτοια m × (n + 1) µήτρα ονοµάζεται επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών, ή

απλά η επαυξηµένη µήτρα του m × n συστήµατος (5).

Παρόλο που η περιγραφή της επαυξηµένης µήτρας ενός γενικού γραµµικού

συστήµατος χρειάζεται αρκετή δουλειά, είναι εξαιρετικά απλό να γράψουµε την επαυ-

ξηµένη µήτρα ενός συγκεκριµένου συστήµατος. Αν το σύστηµα είναι γραµµένο µε

κιµωλία σε µαυροπίνακα µε τις µεταβλητές στην ίδια σειρά για κάθε εξίσωση, δια-

γράφουµε απλώς όλα τα x j, τα συν και τα σύµβολα της ισότητας και εισάγουµε ένα

µηδενικό σε κάθε σηµείο στο οποίο ο άγνωστος λείπει από την εξίσωση.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Η επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών του συστήµατος τριών εξι-

σώσεων µε τέσσερις αγνώστους

2x1 + 3x2 − 7x3 + 4x4 = 6

x2 + 3x3 − 5x4 = 0

−x1 + 2x2 − 9x4 = 17

είναι µια 3 × 5 µήτρα





















2 3 −7 4 6

0 1 3 −5 0

−1 2 0 −9 17





















. ◗

Στοιχειώδεις Πράξεις Γραμμών

Στην Ενότητα 8.1 περιγράψαµε τις τρεις στοιχειώδεις πράξεις που χρησιµοποιούν-

ται στην µέθοδο της απαλοιφής. Σε κάθε µία από αυτές αντιστοιχεί µια στοιχειώδης

πράξη γραµµών στην επαυξηµένη µήτρα του συστήµατος. Για παράδειγµα, όταν ε-

ναλλάσσουµε δύο εξισώσεις στο σύστηµα, εναλλάσσονται και οι αντίστοιχες γραµµές

της επαυξηµένης µήτρας των συντελεστών.

ΟΡΙΣΜΟΣ Στοιχειώδεις Πράξεις Γραμμών
Οι τρεις τύποι των στοιχειωδών πράξεων γραµµών µιας µήτρας A είναι :

1. Πολλαπλασιασµός οποιασδήποτε (µιας µόνο) γραµµής της A µε µια µη µη-

δενική σταθερά.

2. Εναλλαγή δύο γραµµών της A.

3. Πρόσθεση ενός πολλαπλάσιου µιας γραµµής της A σε µια άλλη γραµµή.

Στο Σχήµα 8.2.1 ϐλέπουµε συνοπτικά τον συµβολισµό που χρησιµοποιείται για

να περιγράψει τις στοιχειώδεις πράξεις γραµµών. Για παράδειγµα,
[

1 2

3 4

]

(3)R1+R2−−−−−−→
[

1 2

6 10

]

(10)

ϐλέπουµε το αποτέλεσµα της πρόσθεσης 3 ϕορές της 1η γραµµής στην 2η. Σηµειώστε

ότι, όταν εφαρµόζουµε την πράξη (c)Rp+Rq σε µια µήτρα—δηλαδή, όταν προσθέτουµε

c ϕορές την γραµµή p στην γραµµή q— η γραµµή p δεν αλλάζει.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Για να λύσουµε το σύστηµα

x1 + 2x2 + x3 = 4

3x1 + 8x2 + 7x3 = 20

2x1 + 7x2 + 9x3 = 23,

(11)

του οποίου η επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών είναι αυτή που ϕαίνεται στην (3),

πραγµατοποιούµε την εξής ακολουθία πράξεων γραµµών, που αντιστοιχούν στα ϐήµα-

τα επίλυσης του Παραδείγµατος 6 της Ενότητας 8.1:





















1 2 1 4

3 8 7 20

2 7 9 23





















(12)

Είδος Πράξη Γραµµών Συµβολισµός

1 Πολλαπλασιασµός της p γραµµής µε c cRp

2 Εναλλαγή των γραµµών p και q ΕΝΑΛΛΑΓΗ(Rp,Rq)

3 Πρόσθεση c ϕορές την γραµµή p στην γραµµή q (c)Rp + Rq

ΣΧΗΜΑ 8.2.1 Συμβολισμός για τις στοιχειώδης πράξεις γραμμών.
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(−3)R1 + R2−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 2 1 4

0 2 4 8

2 7 9 23





















(−2)R1 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 2 1 4

0 2 4 8

0 3 7 15





















(

1
2

)

R2

−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 2 1 4

0 1 2 4

0 3 7 15





















(−3)R2 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 2 1 4

0 1 2 4

0 0 1 3





















. (13)

Η τελική µήτρα είναι η επαυξηµένη µήτρα του συστήµατος

x1 + 2x2 + x3 = 4

x2 + 2x3 = 4

x3 = 3

. (14)

το οποίο έχει µοναδική λύση (που ϐρίσκεται εύκολα µε αναδροµική αντικατάσταση)

την x1 = 5, x2 = −2, x3 = 3. ◗

∆εν είναι αυτονόητο ότι µια ακολουθία στοιχειωδών πράξεων γραµµών παράγει

ένα γραµµικό σύστηµα που έχει το ίδιο σύνολο λύσεων µε το αρχικό. Για να ϕανεί

αυτό χρειαζόµαστε τον ακόλουθο ορισµό.

ΟΡΙΣΜΟΣ Γραμμοϊσοδυναμες Μήτρες
∆ύο µήτρες καλούνται γραµµοϊσοδυναµες εάν η µία µπορεί να προκύψει από την

άλλη εφαρµόζοντας µια (πεπερασµένη) ακολουθία στοιχειωδών πράξεων γραµµών.

΄Ετσι οι δύο µήτρες στην (10) είναι γραµοϊσοδύναµες, όπως και οι µήτρες στις

(12) και (13). Στο Πρόβληµα 29 σας Ϲητείται να δείξετε ότι αν µια µήτρα B µπορεί να

προκύψει από µια µήτρα A µε στοιχειώδείς πράξεις γραµµών, τότε και η A µπορεί να

προκύψει από την B µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών. Αυτό προκύπτει από την πα-

ϱατήρηση ότι οι στοιχειώδεις πράξεις γραµµών είναι «αντιστρέψιµες». Στο Πρόβληµα

30 προτείνουµε µια απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Ισοδύναμα Συστήματα και Ισοδύναμες Μήτρες
Αν οι επαυξηµένες µήτρες των συντελεστών των δύο γραµµικών συστηµάτων είναι

γραµοϊσοδύναµες, τότε τα δύο συστήµατα έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων.

΄Ετσι, τα γραµµικά συστήµατα (11) και (14) έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων, επειδή

οι επαυξηµένες µήτρες (12) και (13) είναι γραµοϊσοδύναµες.

Κλιμακωτές Μήτρες

΄Εως αυτό το σηµείο έχουµε δει µια άτυπη περιγραφή της µεθόδου της απαλοιφής.

Στόχος της µεθόδου είναι να µετατρέψει ένα δοσµένο γραµµικό σύστηµα, χρησιµο-

ποιώντας στοιχειώδεις πράξεις γραµµών, σε µια µορφή όπου µε αναδροµική αντικα-

τάσταση εύκολα προκύπτει η λύση του συστήµατος. Ο ακόλουθος ορισµός µας λέει

πώς πρέπει να είναι η µορφή της επαυξηµένης µήτρας των συντελεστών του µετασχη-

µατισµένου συστήµατος.
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ΟΡΙΣΜΟΣ Κλιμακωτή Μήτρα
Η µήτρα E ονοµάζεται κλιµακωτή µήτρα εφόσον έχει τις εξής δύο ιδιότητες :

1. Κάθε γραµµή της E που αποτελείται αποκλειστικά από µηδενικά (εάν υ-

πάρχουν) ϐρίσκεται κάτω από κάθε γραµµή που περιέχει ένα µη µηδενικό

στοιχείο.

2. Σε κάθε γραµµή της E που περιέχει ένα µη µηδενικό στοιχείο, το πρώτο µη

µηδενικό στοιχείο ϐρίσκεται αυστηρά στα δεξιά του πρώτου µη µηδενικού

στοιχείου της προηγούµενης σειράς (εάν υπάρχει προηγούµενη σειρά).

Οι κλιµακωτές µήτρες ορισµένες ϕορές ονοµάζονται κλιµακωτές µορφές κατά

γραµµές. Η ιδιότητα 1 µας λέει ότι αν µια E έχει µηδενικές γραµµές, τότε όλες

ϐρίσκονται στο κάτω µέρος της µήτρας. Το πρώτο (από αριστερά) µη µηδενικό στοιχείο

καθεµίας από τις υπόλοιπες γραµµές ονοµάζεται ηγετικό στοιχείο. Η ιδιότητα 2 µας

λέει ότι ηγετικά στοιχεία σχηµατίζουν «ϕθίνουσα κλίµακα» από τα αριστερά προς τα

δεξιά, όπως στην κλιµακωτή µήτρα που ακολουθεί.

E =







































2 −1 0 4 7

0 1 2 0 −5

0 0 0 3 0

0 0 0 0 0







































Εδώ έχουµε επισηµάνει τα ηγετικά στοιχεία και και την ϕθίνουσα κλίµακα που σχη-

µατίζεται.

Η ακόλουθη λίστα εµφανίζει όλες τις πιθανές µορφές µιας 3 × 3 κλιµακωτής

µήτρας, µε αστερίσκους να συµβολίζουν τα (µη µηδενικά) ηγετικά στοιχεία, ενώ µε

τα στοιχεία που µπορεί να είναι ή να µην είναι µηδέν.





















∗ # #

0 ∗ #

0 0 ∗









































0 0 0

0 0 0

0 0 0









































∗ # #

0 ∗ #

0 0 0









































∗ # #

0 0 ∗

0 0 0









































0 ∗ #

0 0 ∗

0 0 0









































∗ # #

0 0 0

0 0 0









































0 ∗ #

0 0 0

0 0 0









































0 0 ∗

0 0 0

0 0 0





















Εποµένως, από τις Ιδιότητες 1 και 2 έχουµε ότι τα στοιχεία που ϐρίσκονται κάτω

από κάθε ηγετικό στοιχείο στην ίδια στήλη είναι όλα µηδέν. Οι µήτρες

A =





















1 3 −2

0 0 0

0 1 5





















και B =





















0 1 5

1 3 −2

0 0 0





















δεν είναι κλιµακωτές µήτρες επειδή η A δεν έχει την Ιδιότητα 1 και η B δεν έχει την

Ιδιότητα 2.

Υποθέστε ότι ένα γραµµικό σύστηµα ϐρίσκεται σε κλιµακωτή µορφή—δηλαδή

η επαυξηµένη µήτρα του είναι κλιµακωτή µήτρα. Τότε οι άγνωστοι που αντιστοιχο-

ύν σε στήλες οι οποίες περιέχουν ηγετικά στοιχεία ονοµάζονται ηγετικοί άγνωστοι,

ενώ όλοι οι άλλοι ονοµάζονται ελεύθεροι άγνωστοι. Ο ακόλουθος αλγόριθµός περι-

γράφει την διαδικασία της αναδροµικής αντικατάστασης που επιλύει το σύστηµα.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Αναδρομική Αντικατάσταση

Για να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα σε κλιµακωτή µορφή µε αναδροµική

αντικατάσταση, εκτελούµε τα ακόλουθα ϐήµατα

1. Ορίζουµε κάθε ελεύθερη µεταβλητή ίση µε µια αυθαίρετη παράµετρο

(διαφορετική για κάθε ελεύθερη µεταβλητή).

2. Λύνουµε την τελευταία (µη µηδενική) εξίσωση ως προς τον ηγετικό άγνω-

στο.

3. Αντικαθιστούµε το αποτέλεσµα στην προτελευταία εξίσωση και στη συ-

νέχεια λύνουµε ως προς τον ηγετικό της άγνωστο.

4. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο προς τα επάνω έως ότου προσδιορισθούν

όλοι οι άγνωστοι.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Η επαυξηµένη µήτρα του συστήµατος

x1 − 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 10

x3 + 2x5 = −3

x4 − 4x5 = 7

(15)

είναι η κλιµακωτή µήτρα





















1 −2 3 2 1 10

0 0 1 0 2 −3

0 0 0 1 −4 7





















. (16)

Τα ηγετικά στοιχεία είναι στην πρώτη, την τρίτη, και στην τέταρτη στήλη. ΄Ετσι οι x1,

x3, και x4 είναι οι ηγετικοί άγνωστοι και x2 και x5 είναι οι ελεύθεροι άγνωστοι. Για να

λύσουµε το σύστηµα µε αναδροµική αντικατάσταση, πρώτα πρέπει να γράψουµε

x2 = s, x5 = t, (17α)

όπου s και t είναι αυθαίρετες παράµετροι. Τότε η τρίτη εξίσωση στο (15) δίνει

x4 = 7 + 4x5 = 7 + 4t; (17β)

η δεύτερη εξίσωση δίνει

x3 = −3 − 2x5 = −3 − 2t; (17ς)

και τέλος, η πρώτη εξίσωση του (15) δίνει

x1 = 10 + 2x2 − 3x3 − 2x4 − x5

= 10 + 2s − 3(−3 − 2t) − 2(7 + 4t) − t.

Εποµένως,

x1 = 5 + 2s − 3t. (17δ)

΄Ετσι το σύστηµα (15) έχει άπειρες λύσεις που περιλαµβάνουν όλους τους αγνώστους

(x1, x2, x3, x4, x5) και δίνονται µέσω των παραµέτρων s και t ως εξής

x1 = 5 + 2s − 3t

x2 = s

x3 = −3 − 2t

x4 = 7 + 4t

x5 = t.

Για παράδειγµα, µε s = 2 και t = 1 έχουµε την λύση x1 = 6, x2 = 2, x3 = −5, x4 = 11,

και x5 = 1. ◗
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Μέθοδος Απαλοιφής του Gauss

Επειδή µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την αναδροµική αντικατάσταση για να λύσου-

µε οποιοδήποτε γραµµικό σύστηµα το οποίο ϐρίσκεται ήδη σε κλιµακωτή µορφή,

µένει µόνο να προσδιορίσουµε έναν τρόπο για να µετασχηµατίζουµε µια οποιαδήποτε

µήτρα (χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις πράξεις γραµµών) σε κλιµακωτή µήτρα. Η δια-

δικασία αυτή, την οποία έχουµε ήδη δείξει σε πολλά παραδείγµατα, είναι γνωστή ως

απαλοιφή του Gauss. Η ακόλουθη συστηµατική περιγραφή της διαδικασίας καθιστά

σαφές ότι λειτουργεί για οποιαδήποτε µήτρα A.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Μέθοδος Απαλοιφής του Gauss

1. Προσδιορίστε την πρώτη στήλη της A που περιέχει µη µηδενικά στοιχεία.

2. Αν το πρώτο στοιχείο σε αυτή την στήλη είναι µηδέν, αντιµεταθέστε την

πρώτη γραµµή της A µε την γραµµή της οποίας το αντίστοιχο στοιχείο δεν

είναι µηδέν.

3. Τώρα το πρώτο στοιχείο της στήλης δεν είναι µηδέν. Αντικαταστήστε τα

στοιχεία κάτω από αυτό µε µηδέν προσθέτοντας τα κατάλληλα πολλα-

πλάσια της πρώτης γραµµής της A στις γραµµές κάτω από αυτήν.

4. Μετά τα Βήµατα 1 έως 3, η µήτρα µοιάζει όπως η παρακάτω, αν και µπορεί

να υπάρχουν διάφορες αρχικές στήλες µηδενικών ή και καµία. Εκτελέστε

τα ϐήµατα 1 έως 3 για την µήτρα A1 που ϐλέπετε κάτω δεξιά

5. Επαναλάβετε αυτόν τον κύκλο ϐηµάτων έως ότου προκύψει η κλιµακωτή

µορφή.

A =

























































0 ∗ # # · · · #

0 0

0 0 A1
...
...

0 0

























































(17)

Με λίγα λόγια, δουλεύουµε µία στήλη την ϕορά, από τα αριστερά προς τα δεξιά,

στην µήτρα A. Σε κάθε στήλη που περιέχει ένα ηγετικό στοιχείο (ίσως µετά από

αντιµετάθεση γραµµών), ϑα «καθαρίσουµε» τα µη µηδενικά στοιχεία κάτω από αυτό

και στη συνέχεια να προχωρήσουµε στην επόµενη στήλη.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Για να λύσουµε το σύστηµα

x1 − 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 10

2x1 − 4x2 + 8x3 + 3x4 + 10x5 = 7

3x1 − 6x2 + 10x3 + 6x4 + 5x5 = 27,

(18)

ανάγουµε την επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών στην κλιµακωτή µορφή της όπως

ϕαίνεται παρακάτω.




















1 −2 3 2 1 10

2 −4 8 3 10 7

3 −6 10 6 5 27





















(−2)R1 + R2−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 3 2 1 10

0 0 2 −1 8 −13

3 −6 10 6 5 27





















(−3)R1 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 3 2 1 10

0 0 2 −1 8 −13

0 0 1 0 2 −3





















ΕΝΑΛΛΑΓΗ(R2,R3)
−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 3 2 1 10

0 0 1 0 2 −3

0 0 2 −1 8 −13
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(−2)R2 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 3 2 1 10

0 0 1 0 2 −3

0 0 0 −1 4 −7





















(−1)R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 3 2 1 10

0 0 1 0 2 −3

0 0 0 1 −4 7





















Το τελικό µας αποτέλεσµα είναι η κλιµακωτή µήτρα της (16). ΄Ετσι από τις Εξι-

σώσεις (17α)–(17δ) του Παραδείγµατος 4, οι άπειρες λύσεις του συστήµατος (18) πε-

ϱιγράφονται µέσω των αυθαίρετων παραµέτρων s και t ως εξής :

x1 = 5 + 2s − 3t

x2 = s

x3 = −3 − 2t

x4 = 7 + 4t

x5 = t.

(19)

Εποµένως, η αντικατάσταση οποιωνδήποτε δύο συγκεκριµένων τιµών µε τις s και t

στην (19) δίνει µια συγκεκριµένη λύση (x1, x2, x3, x4, x5) του συστήµατος, οπότε κάθε-

µια από τις άπειρες διαφορετικές λύσεις του συστήµατος είναι αποτέλεσµα µιας τέτοιας

αντικατάστασης. ◗

Στα Παραδείγµατα 3 και 5 ϐλέπουµε τον τρόπο µε τον οποίον η µέθοδος της

απαλοιφής του Gauss µπορεί να δώσει αποτελέσµατα είτε η λύση του είναι µοναδική

είτε έχει άπειρες λύσεις. Από την άλλη πλευρά, αν η µετάβαση από την επαυξηµένη

µήτρα στην κλιµακωτή µορφή οδηγεί σε µια γραµµή της µορφής

0 0 · · · 0 0 ∗ ,

όπου ο αστερίσκος υποδηλώνει ένα µη µηδενικό στοιχείο στην τελευταία στήλη, τότε

έχουµε την εξίσωση,

0x1 + 0x2 + · · · + 0xn = ∗,

και εποµένως το σύστηµα δεν έχει λύση.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Χρησιµοποιούµε αλγορίθµους όπως αυτούς της αναδροµικής αντι-

κατάστασης και της απαλοιφής του Gauss αυτής της ενότητας για να περιγράψουµε

τις ϐασικές υπολογιστικές διαδικασίες της γραµµικής άλγεβρας. Στους σύγχρονους

αριθµητικούς υπολογισµούς, αυτές οι διαδικασίες συχνά πραγµατοποιούνται από υ-

πολογιστή. Για παράδειγµα, τα γραµµικά συστήµατα περισσότερων από τέσσερις εξι-

σώσεων συνήθως λύνονται χρησιµοποιώντας υπολογιστή για τη µέθοδο της απαλοιφής

του Gauss. ◗

8.2 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Λύστε τα γραµµικά συστήµατα στα Προβλήµατα 1 έως 10, τα οποία

ϐρίσκονται σε κλιµακωτή µορφή, µε αναδροµική αντικατάσταση

1. x1 + x2 + 2x3 = 5

x2 + 3x3 = 6

x3 = 2

2. 2x1 − 5x2 + x3 = 2

3x2 − 2x3 = 9

x3 = −3

3. x1 − 3x2 + 4x3 = 7

x2 − 5x3 = 2

4. x1 − 5x2 + 2x3 = 10

x2 − 7x3 = 5

5. x1 + x2 − 2x3 + x4 = 9

x2 − x3 + 2x4 = 1

x3 − 3x4 = 5

6. x1 − 2x2 + 5x3 − 3x4 = 7

x2 − 3x3 + 2x4 = 3

x4 = −4

7. x1 + 2x2 + 4x3 − 5x4 = 17

x2 − 2x3 + 7x4 = 7

8. x1 − 10x2 + 3x3 − 13x4 = 5

x3 + 3x4 = 10

9. 2x1 + x2 + x3 + x4 = 6

3x2 − x3 − 2x4 = 2

3x3 + 4x4 = 9

x4 = 6

10. x1 − 5x2 + 2x3 − 7x4 + 11x5 = 0

x2 − 13x3 + 3x4 − 7x5 = 0

x4 − 5x5 = 0

Στα Προβλήµατα 11 έως 22, χρησιµοποιήστε τους στοιχειώδεις

µετασχηµατισµούς γραµµών για να µετασχηµατίσετε κάθε επαυ-

ξηµένη µήτρα στην κλιµακωτή µορφή της. Στην συνέχεια λύστε

το σύστηµα µε αναδροµική αντικατάσταση.
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11. 2x1 + 8x2 + 3x3 = 2

x1 + 3x2 + 2x3 = 5

2x1 + 7x2 + 4x3 = 8

12. 3x1 + x2 − 3x3 = 6

2x1 + 7x2 + x3 = −9

2x1 + 5x2 = −5

13. x1 + 3x2 + 3x3 = 13

2x1 + 5x2 + 4x3 = 23

2x1 + 7x2 + 8x3 = 29

14. 3x1 − 6x2 − 2x3 = 1

2x1 − 4x2 + x3 = 17

x1 − 2x2 − 2x3 = −9

15. 3x1 + x2 − 3x3 = −4

x1 + x2 + x3 = 1

5x1 + 6x2 + 8x3 = 8

16. 2x1 + 5x2 + 12x3 = 6

3x1 + x2 + 5x3 = 12

5x1 + 8x2 + 21x3 = 17

17. x1 − 4x2 − 3x3 − 3x4 = 4

2x1 − 6x2 − 5x3 − 5x4 = 5

3x1 − x2 − 4x3 − 5x4 = −7

18. 3x1 − 6x2 + x3 + 13x4 = 15

3x1 − 6x2 + 3x3 + 21x4 = 21

2x1 − 4x2 + 5x3 + 26x4 = 23

19. 3x1 + x2 + x3 + 6x4 = 14

x1 − 2x2 + 5x3 − 5x4 = −7

4x1 + x2 + 2x3 + 7x4 = 17

20. 2x1 + 4x2 − x3 − 2x4 + 2x5 = 6

x1 + 3x2 + 2x3 − 7x4 + 3x5 = 9

5x1 + 8x2 − 7x3 + 6x4 + x5 = 4

21. x1 + x2 + x3 = 6

2x1 − 2x2 − 5x3 = −13

3x1 + x3 + x4 = 13

4x1 − 2x2 − 3x3 + x4 = 1

22. 4x1 − 2x2 − 3x3 + x4 = 3

2x1 − 2x2 − 5x3 = −10

4x1 + x2 + 2x3 + x4 = 17

3x1 + x3 + x4 = 12

Στα Προβλήµατα 23 έως 27, προσδιορίστε για ποια τιµή του k κάθε

σύστηµα έχει (α) µία µοναδική λύση, (ϐ) καµία λύση, (γ) άπειρες

λύσεις.

23. 3x + 2y = 1

6x + 4y = k

24. 3x + 2y = 0

6x + ky = 0

25. 3x + 2y = 11

6x + ky = 21

26. 3x + 2y = 1

7x + 5y = k

27. x + 2y + z = 3

2x − y − 3z = 5

4x + 3y − z = k

28. Κάτω από ποιες συνθήκες για τις σταθερές a, b, και c το

σύστηµα

2x − y + 3z = a

x + 2y + z = b

7x + 4y + 9z = c

έχει µία µοναδική λύση ; ∆εν έχει λύση ; ΄Εχει άπειρες

λύσεις ;

29. Το πρόβληµα αυτό ασχολείται µε την αντιστρεψιµότητα των

στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών.

(αʹ) Αν ο στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών cRp µετα-

σχηµατίζει τη µήτρα A στη µήτρα B, δείξτε ότι ο µετα-

σχηµατισµός (1/c)Rp µετασχηµατίζει την B στην A.

(ϐʹ) Αν ο ΕΝΝΑΛΑΓΗ (Rp,Rq) µετασχηµατίζει τη µήτρα A

στη µήτρα B, δείξτε ότι µετασχηµατίζει και την B στην

A.

(γʹ) Αν ο cRp + Rq µετασχηµατίζει τη µήτρα A στη µήτρα B,

δείξτε ότι (−c)Rp + Rq µετασχηµατίζει τη µήτρα B στη

µήτρα A.

(δʹ) Συµπεράνετε ότι αν η µήτρα A µπορεί να µετασχηµα-

τιστεί στη µήτρα B από µια πεπερασµένη ακολουθία

στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών, τότε η B µπο-

ϱεί παρόµοια να µετασχηµατισθεί στην A.

30. Το πρόβληµα αυτό περιγράφει µια απόδειξη ότι δύο γραµ-

µικά συστήµατα LS1 και LS2 είναι γραµοϊσοδυναµα (δηλα-

δή, έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων) αν οι επαυξηµένες µήτρες

των συντελεστών A1 και A2 είναι επίσης γραµοϊσοδύναµες/

(αʹ) Αν ένας στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών µε-

τασχηµατίζει την A1 στην A2, δείξτε απευθείας —

εξετάζοντας ξεχωριστά τις τρεις περιπτώσεις—ότι κάθε

λύση του LS1 είναι και λύση του LS2.

(ϐʹ) Εξηγήστε γιατί από το Πρόβληµα 29 προκύπτει τώρα

ότι κάθε λύση του ενός συστήµατος είναι και λύση του

άλλου συστήµατος. ΄Ετσι, τα δύο συστήµατα έχουν το

ίδιο σύνολο λύσεων.
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8.2 Εφαρµογή Αυτοµατοποιηµένες λειτουργίες γραµµών

Τα συστήµατα υπολογιστικής άλγεβρας χρησιµοποιούνται συχνά προκειµένου να διευ-

κολύνουν την διαδικασία των υπολογισµών µε µήτρες, συµπεριλαµβανοµένων και των

στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών. Η 3× 4 επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών

του Παραδείγµατος 3 µπορεί να εισαχθεί µε την εντολή του Maple

with(linalg):

A := array( [[1, 2, 1, 4],

[3, 8, 7, 20],
[2, 7, 9, 23]] )·

ή µε την εντολή Mathematica του

Α = ««1, 2, 1, 4»,
«3, 8, 7, 20»,
«2, 7, 9, 23»»

ή µε την εντολή Matlab του

Α = [1 2 1 4
3 8 7 20
2 7 9 23]

Το πακέτο linalg του Maple περιέχει εντολές για τους στοιχειώδεις µετασχηµα-

τισµούς γραµµών οι οποίες µπορούν να εφαρµοσθούν για τη µήτρα Α του Παραδείγ-

µατος 3 ως εξής :

A := addrow(A,1,2,3);# (3)R1 + R2

A := addrow(A,1,3,2); # (2)R1 + R3

A := mulrow(A,2,1/2); # (1/2)R2

A := addrow(A,2,3,3); # (3)R2 + R3

Οι παρατηρήσεις, που συνοδεύουν τους συµβολισµούς στο Σχήµα 8.2.1, εξηγούν τη

δοµή αυτών των µετασχηµατισµών στο Maple.

Στο Mathematica η i γραµµή της µήτρας Α συµβολίζεται µε A[[i]], και µπορούµε

να εφαρµόσουµε τους µετασχηµατισµούς γραµµών του Παραδείγµατος 3, έως εξής :

Α[[2]] = (-3)Α[[1]] + Α[[2]]· (* (3)R1 + R2 *)

Α[[3]] = (-2)Α[[1]] + Α[[3]]· (* (2)R1 + R3 *)

Α[[2]] = (1/2)Α[[2]]· (* (1/2)R2 *)

Α[[3]] = (-3)Α[[2]] + Α[[3]]· (* (3)R2 + R3 *)

Στο Matlab, η i γραµµή της µήτρας Α συµβολίζεται µε A(i,:), και µπορούµε να

εφαρµόσουµε παρόµοιους µετασχηµατισµούς, έως εξής :

Α(2,:) = (-3)*Α(1,:) + Α(2,:) % (3)R1 + R2

Α(3,:) = (-2)*Α(1,:) + Α(3,:) % (2)R1 + R3

Α(2,:) = (1/2)*Α(2,:) % (1/2)R2

Α(3,:) = (-3)*Α(2,:) + Α(3,:) % (3)R2 + R3

Θα πρέπει να επαληθεύσετε (χρησιµοποιώντας ένα σύστηµα υπολογιστικής άλ-

γεβρας της επιλογής σας) ότι αυτοί οι µετασχηµατισµοί δίνουν την κλιµακωτή µήτρα





















1 2 1 4

0 1 2 4

0 0 1 3





















.

Αν ϑέλετε να αντιµεταθέσετε την 1η και 3η γραµµή— και στην συνέχεια να λύσετε το

αντίστοιχο σύστηµα µε «ευθεία αντικατάσταση» αντί για αναδροµική—αυτό µπορεί να

γίνει έως εξής :

A := swaprow(A,1,3)· (Maple)

Α[[«1,3»]] = Α[[«3,1»]]· (Mathematica)

Α([1 3],:) = Α([3 1],:) (MATLAB)

Αυτοί οι «αυτοµατοποιηµένοι» στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών µπορούν
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να χρησιµοποιηθούν στα Προβλήµατα 11 έως 22 αυτής της Ενότητας.

8.3 Ανηγμένη Κλιμακωτή Μορφή Μητρών

Το αποτέλεσµα της διαδικασίας της απαλοιφής του Gauss που περιγράφονται στην

Ενότητα 8.2 δεν είναι µοναδικά ορισµένα. ∆ηλαδή, δύο διαφορετικές ακολουθίες στοι-

χειωδών µετασχηµατισµών, που εφαρµόζονται και οι δύο στην ίδια µήτρα A,µπορεί

να δώσουν δύο διαφορετικές κλιµακωτές µήτρες. Βέβαια κάθε µια από αυτές ϑα εξα-

κολουθεί να είναι ισοδύναµη µε την A. Για παράδειγµα, οι δυο κλιµακωτές µήτρες




















1 2 3

0 4 5

0 0 6





















και





















1 1 1

0 2 2

0 0 3





















(1)

είναι ϕανερό (όπως στο Πρόβληµα 31) ότι είναι γραµµοϊσοδύναµες. ΄Ετσι είναι πι-

ϑανό να ξεκινήσουµε µε µια κατάλληλη 3 × 3 µήτρα και να καταλήξουµε µέσω της

απαλοιφής του Gauss σε µία από τις δυο διαφορετικές κλιµακωτές µήτρες της (1).

Η πλήρης κατανόηση της δοµής των συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων εξαρ-

τάται από τον ορισµό µιας ειδικής κατηγορίας κλιµακωτών µητρών. Η κατηγορία

αυτή έχει την ιδιότητα ότι κάθε µήτρα που ανήκει σ΄ αυτήν είναι γραµµοϊσοδύναµη

µε µία και µόνο µία από αυτές τις ειδικές κλιµακωτές µήτρες. Θυµηθείτε ότι µια

κλιµακωτή µήτρα E είναι αυτή που έχει τις εξής δύο ιδιότητες :

1. Κάθε µηδενική γραµµή της E ϐρίσκεται κάτω από κάθε γραµµή η οποία περιέχει

ένα µη µηδενικό στοιχείο.

2. Το ηγετικό µη µηδενικό κάθε γραµµής ϐρίσκεται δεξιά από το µη µηδενικό

ηγετικό στοιχείο της προηγούµενης γραµµής.

Μια ανηγµένη κλιµακωτή µήτρα έχει δύο επιπλέον ιδιότητες.

ΟΡΙΣΜΟΣ Ανοιγμένη Κλιμακωτή Μήτρα
Μια ανηγµένη κλιµακωτή µήτρα E είναι µια κλιµακωτή µήτρα η οποία έχει,

επιπλέον των Ιδιοτήτων 1 και 2, τις ακόλουθες ιδιότητες :

3. Κάθε ηγετικό στοιχείο της E είναι το 1.

4. Κάθε ηγετικό στοιχείο της E είναι το µόνο µη µηδενικό στοιχείο της στήλης.

Μια µήτρα λέµε ότι είναι σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή εάν είναι µια α-

νηγµένη κλιµακωτή µήτρα. Παρόµοια, ένα γραµµικό σύστηµα είναι σε ανηγµένη

κλιµακωτή µορφή εάν η επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών του είναι ανοιγµενη

κλιµακωτή µήτρα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Οι ακόλουθες µήτρες είναι σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή,

[

1 0

0 1
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1 0 −3 0

0 1 4 0

0 0 0 1
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0 0 1
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1 0 −7

0 1 5

0 0 0





















Οι κλιµακωτές µήτρες

A =





















1 0 0

0 2 0

0 0 0





















και B =





















1 0 2

0 1 0

0 0 1





















δεν είναι σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή, επειδή η A δεν έχει την Ιδιότητα 3 και η B

δεν έχει την Ιδιότητα 4. ◗

Η διαδικασία µετασχηµατισµού µιας µήτρας A σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή

ονοµάζεται απαλοιφή GaussJordan.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Απαλοιφή GaussJordan

1. Πρώτα µετασχηµατίστε την A σε κλιµακωτή µορφή µε την απαλοιφή του

Gauss.

2. Στην συνέχεια διαιρέστε κάθε στοιχείο σε κάθε µη µηδενική γραµµή µε το

ηγετικό στοιχείο της (για να ικανοποιήσετε την Ιδιότητα 3).

3. Τελικά, χρησιµοποιείστε κάθε ηγετικό 1 για να «εξαλήψετε» τα µη µηδενικά

στοιχεία που αποµένουν στη στήλη του (για να ικανοποιήσετε την Ιδιότητα

4).

Η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή µιας µήτρας είναι µοναδική. Η ειδική κατηγορία

µητρών που αναφέραµε στην αρχή αυτής της συζήτησης είναι απλά η κατηγορία όλων

των κλιµακωτών µητρών. Μια απόδειξη του ακόλουθου ϑεωρήµατος µπορείτε να

ϐρείτε στον Ενότητα 4.2 του Applied Linear Algebra των B. Noble και J. W. Daniel,

3rd ed. (Upper Saddle River, N.J.: Prentice Hall, 1988).

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Μοναδικότητα της Ανοιγμένης Κλιμακωτής Μορφής
Κάθε µήτρα είναι γραµµοϊσοδύναµη µε µια και µόνο µια ανηγµένη κλιµακωτή

µήτρα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Βρείτε την ανηγµένη κλιµακωτή µορφή της µήτρας

A =





















1 2 1 4

3 8 7 20

2 7 9 23





















.

Λύση Στο Παράδειγµα 3 της Ενότητας 8.2 ϐρήκαµε τη κλιµακωτή µορφή





















1 2 1 4

0 1 2 4

0 0 1 3





















,

η οποία ικανοποιεί ήδη την Ιδιότητα 3. Για τις στήλες 2 και 3 (προκειµένου να

ικανοποιήσουν την Ιδιότητα 4), ϑα κάνουµε την αναγωγή ως εξής.




















1 2 1 4

0 1 2 4

0 0 1 3





















(−2)R2 + R1−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 −3 −4

0 1 2 4

0 0 1 3





















(−2)R3 + R2−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 −3 −4

0 1 0 −2

0 0 1 3





















(3)R3 + R1−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 0 5

0 1 0 −2

0 0 1 3





















Για παράδειγµα, ϐλέπουµε κατευθείαν από αυτή την ανηγµένη κλιµακωτή µορφή ότι

το γραµµικό σύστηµα

x + 2y + z = 4

3x + 8y + 7z = 20

2x + 7y + 9z = 23

µε επαυξηµένη µήτρα συντελεστών A έχει µοναδική λύση την, x = 5, y = −2, z = 3.

◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Για να χρησιµοποιήσουµε την απαλοιφή του GaussJordan για

να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα

x1 + x2 + x3 + x4 = 12

x1 + 2x2 + 5x4 = 17

3x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 31,

(2)
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µετασχηµατίζουµε την επαυξηµένη µήτρα των συντελεστών σε ανηγµένη κλιµακωτή

µορφή, ως εξής :





















1 1 1 1 12

1 2 0 5 17

3 2 4 −1 31





















(−1)R1 + R2−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 1 1 1 12

0 1 −1 4 5

3 2 4 −1 31





















(−3)R1 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 1 1 1 12

0 1 −1 4 5

0 −1 1 −4 −5





















(1)R2 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 1 1 1 12

0 1 −1 4 5

0 0 0 0 0





















(−1)R2 + R1−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 2 −3 7

0 1 −1 4 5

0 0 0 0 0





















.

΄Ετσι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του συστήµατος (2) είναι

x1 + 2x3 − 3x4 = 7

x2 − x3 + 4x4 = 5

0 = 0.

(3)

Οι κύριες µεταβλητές είναι οι x1 και x2 ενώ οι ελεύθερες µεταβλητές είναι οι x3 και x4.

Αν ϑέσουµε

x3 = s και x4 = t,

τότε από την (3) έχουµε απευθείας

x1 = 7 − 2s + 3t,

x2 = 5 + s − 4t. ◗

Σε πρακτικό επίπεδο η απαλοιφή των GaussJordan γενικά δεν προσφέρει ση-

µαντικά υπολογιστικά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε την µέθοδο απαλοιφής του Gauss

(µετασχηµατισµό σε µη ανηγµένη κλιµακωτή µορφή) ακολουθούµενη από αναδροµι-

κή αντικατάσταση. ΄Ετσι, η µέθοδος απαλοιφής του Gauss είναι αυτή που συνήθως

χρησιµοποιείται σε πρακτικές διαδικασίες και σε υπολογιστικά προγράµµατα για την

αριθµητική επίλυση γραµµικών συστηµάτων.

Ο Τρεις Πιθανότητες

Η κύρια σπουδαιότητα της απαλοιφής του GaussJordan πηγάζει από το γεγονός ότι

η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή ενός γενικού γραµµικού συστήµατος

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · · + amnxn = bm

(4)

σαφέστατα εµφανίζει την δοµή της και µας δίνει τη δυνατότητα να απαντήσουµε σε

ερωτήσεις σχετικά µε τον αριθµό και τον τύπο των λύσεων της πιο εύκολα. Εάν

οι ηγετικές µεταβλητές είναι x j1 , x j2 , . . . , x jr , τότε η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του
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συστήµατος (4) ϑα είναι κάπως έτσι

x j1 +

n
∑

k=r+1

c1k x jk = d1

x j2 +

n
∑

k=r+1

c2k x jk = d2

. . .
...

x jr +

n
∑

k=r+1

crk x jk = dr

0 = dr+1

...

0 = dm,

(5)

όπου τα αθροίσµατα περιλαµβάνουν µόνο τις (µη ηγετικές) ελεύθερες µεταβλητές

x jr+1
, . . . , x jn .

Τώρα, αν µια οποιαδήποτε από τις σταθερές dr+1, dr+2, . . . , dm στην (5) είναι µη

µηδενική, τότε το σύστηµα δεν έχει πραγµατικές λύσεις. Από την άλλη, υποθέστε

ότι dr+1 = dr+2 = · · · = dm = 0. Αν r < n, τότε υπάρχουν ελεύθερες µεταβλητές τις

οποίες µπορούµε να εξισώσουµε µε αυθαίρετες παραµέτρους, οπότε το σύστηµα ϑα

έχει άπειρες λύσεις. Αν αντίθετα r = n, τότε τα αθροίσµατα στην (5) εξαφανίζονται και

έχουµε µια µοναδική λύση x1 = d1, x2 = d2, . . . , xn = dn. Αυτές οι παρατηρήσεις

εδραιώνουν το ακόλουθο αποτέλεσµα, στο οποίο έχουµε ήδη αναφερθεί.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 Οι τρεις Πιθανότητες
΄Ενα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων έχει είτε

• µια µοναδική λύση, ή

• καµία λύση, ή

• άπειρες λύσεις.

Ομογενή Συστήματα

Το γραµµικό σύστηµα στην (4) ονοµάζεται οµογενές αν οι σταθερές b1, b2, . . . , bm

στη δεξιά πλευρά είναι όλες µηδέν. ΄Ετσι ένα οµογενές σύστηµα m εξισώσεων µε n

αγνώστους έχει την µορφή

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · · + amnxn = 0.

(6)

Κάθε οµογενές σύστηµα έχει προφανώς τουλάχιστον την τετριµµένη λύση

x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0. (7)

΄Ετσι (από το Θεώρηµα 2) ξέρουµε από την αρχή ότι κάθε οµογενές γραµµικό σύστηµα

είτε έχει µόνο την τετριµµένη λύση ή έχει άπειρες λύσεις. Αν έχει µια µη τετριµµένη

λύση—µια µε όχι όλα τα xi ίσα µε το µηδέν—τότε ϑα πρέπει λογικά να έχει άπειρες

λύσεις.

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση, στην οποία είναι εγγυηµένη µια µη τετριµ-

µένη λύση, είναι αυτή ενός οµογενούς συστήµατος µε περισσότερους αγνώστους από

ότι εξισώσεις: m < n. Για να δείτε γιατί πρέπει να υπάρχει µια λύση, ϑεωρήστε το

ανοιγµένο κλιµακωτό σύστηµα στο (5) µε τις σταθερές στη δεξιά πλευρά να είναι όλες

µηδέν (επειδή το πρωτότυπο σύστηµα είναι οµογενές). Ο αριθµός r των ηγετικών µε-

ταβλητών είναι το πολύ ο αριθµός m των εξισώσεων (διότι υπάρχει το πολύ µία ηγετική

µεταβλητή ανά εξίσωση). Αν m < n, τότε r < n, άρα υπάρχει τουλάχιστον µία ελεύθερη
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µεταβλητή που µπορεί να εξισωθεί µε µια αυθαίρετη παράµετρο, αποδίδοντας έτσι

απείρως πολλές λύσεις. Το επιχείρηµα αυτό ϑέτει τον ακόλουθο ϐασικό αποτέλεσµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 Ομογενή Συστήματα με Περισσότερους Αγνώστους από
Εξισώσεις
Κάθε οµογενές γραµµικό σύστηµα µε περισσότερους αγνώστους απ΄ότι εξισώσεις

έχει άπειρες λύσεις.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Το οµογενές γραµµικό σύστηµα

47x1 − 73x2 + 56x3 + 21x4 = 0

19x1 + 81x2 − 17x3 − 99x4 = 0

53x1 + 62x2 + 39x3 + 25x4 = 0

τριών εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους έχει αναγκαστικά άπειρες λύσεις. Το µόνο

ερώτηµα (το οποίο ϑα µπορούσαµε να απαντήσουµε ανάγοντας το σύστηµα σε κλιµα-

κωτή µορφή) είναι αν το σύστηµα έχει έναν, δύο, ή τρεις ελεύθερους αγνώστους.

◗

Η κατάσταση είναι διαφορετική για ένα µη οµογενές σύστηµα µε περισσότερους

αγνώστους απ΄ότι εξισώσεις. Στο απλό παράδειγµα

x1 + x2 + x3 = 0

x1 + x2 + x3 = 1

ϐλέπουµε ότι ένα τέτοιο σύστηµα µπορεί να µην είναι συµβιβαστό. Στην περίπτωση

που είναι —πράγµα που σηµαίνει ότι dr+1 = · · · = dm = 0 στην ανηγµένη κλιµακωτή

µορφή στο (5)—τότε το γεγονός ότι m < n (όπως ακριβώς στην απόδειξη του Θεωρήµα-

τος 3) έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας ελεύθερος άγνωστος και ότι το σύστηµα

εποµένως έχει άπειρες λύσεις. ΄Ετσι κάθε µη οµογενές σύστηµα µε περισσότερους α-

γνώστους από εξισώσεις είτε δεν έχει λύσεις ή έχει άπειρες λύσεις.

Τετραγωνικά Συστήματα

Μια ιδιαίτερα σηµαντική περίπτωση για τη ϑεωρία των γραµµικών συστηµάτων είναι

το οµογενές σύστηµα

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = 0
...

an1x1 + an2x2 + an3x3 + · · · + annxn = 0

(8)

µε ίδιο αριθµό n αγνώστων και εξισώσεων. Η µήτρα των συντελεστών A = [ai j] σ΄

αυτή την περίπτωση έχει τον ίδιο αριθµό γραµµών και στηλών και έτσι είναι µια n × n

τετραγωνική µήτρα.

Μας ενδιαφέρει περισσότερο η περίπτωση στην οποία το (8) έχει µια µόνο µη

τετριµµένη λύση, την x1 = x2 = · · · = xn = 0. Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν

η κλιµακωτή µορφή του συστήµατος δεν περιέχει ελεύθερες µεταβλητές. Επειδή

το σύστηµα αποτελείται από ακριβώς n εξισώσεις, συµπεραίνουµε ότι η ανηγµένη

κλιµακωτή µορφή είναι απλώς

x1 = 0

x2 = 0

x3 = 0

. . .
...

xn = 0,
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και, συνεπώς, η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή της µήτρας των συντελεστών A είναι η

µήτρα












































1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 1













































. (9)

Μια τέτοια (τετραγωνική) µήτρα, µε άσσους στην κύρια διαγώνιο (αυτή που

ξεκινάει από την επάνω αριστερή γωνία και καταλήγει στην κάτω δεξιά) και µηδενικά

παντού αλλού, ονοµάζεται ταυτοτική µήτρα (για τους λόγους που εξηγούνται στην

Ενότητα 8.4). Για παράδειγµα, οι 2 × 2 και 3 × 3 ταυτοτικές µήτρες είναι

[

1 0

0 1

]

και





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















.

Η µήτρα (9) είναι η n × n ταυτοτική µήτρα. Με αυτήν την ορολογία, το προηγούµενο

επιχείρηµα µας δίνει το επόµενο ϑεώρηµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 Ομογενές Σύστημα με Μοναδική Λύση
΄Εστω A µια n × n µήτρα. Τότε το οµογενές σύστηµα µε µήτρα συντελεστών την A

έχει µόνο την τετριµµένη λύση αν και µόνο αν η A είναι γραµµοϊσοδύναµη µε την

n × n ταυτοτική µήτρα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ο υπολογισµός του Παραδείγµατος 2 (ανεξάρτητα από την τέταρ-

τη στήλη σε κάθε µήτρα) δείχνει ότι η µήτρα

A =





















1 2 1

3 8 7

2 7 9





















είναι γραµµοϊσοδύναµη µε την 3 × 3 ταυτοτική µήτρα. ΄Ετσι το Θεώρηµα 4 µας δίνει

ότι το οµογενές σύστηµα

x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + 8x2 + 7x3 = 0

2x1 + 7x2 + 9x3 = 0

µε µήτρα συντελεστών A έχει µόνο την τετριµµένη λύση x1 = x2 = x3 = 0. ◗

8.3 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Βρείτε την ανηγµένη κλιµακωτή µορφή για κάθε µια από τις

µήτρες των Προβληµάτων 1 έως 20.

1.

[

1 2

3 7

]

2.

[

3 7

2 5

]

3.

[

3 7 15

2 5 11

]

4.

[

3 7 −1

5 2 8

]

5.

[

1 2 −11

2 3 −19

]

6.

[

1 −2 19

4 −7 70

]

7.





















1 2 3

1 4 1

2 1 9





















8.





















1 −4 −5

3 −9 3

1 −2 3





















9.





















5 2 18

0 1 4

4 1 12





















10.





















5 2 −5

9 4 −7

4 1 −7





















11.





















3 9 1

2 6 7

1 3 −6





















12.





















1 −4 −2

3 −12 1

2 −8 5





















13.





















2 7 4 0

1 3 2 1

2 6 5 4





















14.





















1 3 2 5

2 5 2 3

2 7 7 22





















15.





















2 2 4 2

1 −1 −4 3

2 7 19 −3





















16.





















1 3 15 7

2 4 22 8

2 7 34 17





















17.





















1 1 1 −1 −4

1 −2 −2 8 −1

2 3 −1 3 11





















18.





















1 −2 −5 −12 1

2 3 18 11 9

2 5 26 21 11





















19.





















2 7 −10 −19 13

1 3 −4 −8 6

1 0 2 1 3





















20.





















3 6 1 7 13

5 10 8 18 47

2 4 5 9 26
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21–30. Χρησιµοποιήστε την µέθοδο απαλοιφής των Gauss

Jordan (µετασχηµατίζοντας την επαυξηµένη µήτρα

στην ανηγµένη κλιµακωτή µορφή της) για να επιλύσετε

τα Προβλήµατα 11 έως 20 της Ενότητας 8.2.

31. ∆είξτε ότι οι δύο µήτρες στην (1) είναι και οι δύο ισοδύναµες

µε την 3 × 3 ταυτοτική µήτρα (και έτσι, από το Θεώρηµα 1,

είναι ισοδύναµες και µεταξύ τους).

32. ∆είξτε ότι η 2 × 2 µήτρα

A =

[

a b

c d

]

είναι γραµοϊσοδύναµη µε µια 2 × 2 ταυτοτική µήτρα υπό

τον όρο ότι ad − bc , 0.

33. Παραθέστε όλες τις πιθανές ανοιγµένες κλιµακωτές µορφές

µιας 2 × 2 µήτρας, χρησιµοποιώντας αστερίσκους για να

δείξετε τα στοιχεία που µπορεί να είναι είτε µηδέν ή µη

µηδενικά.

34. Παραθέστε όλες τις πιθανές ανηγµένες κλιµακωτές µορφές

µιας 3 × 3 µήτρας, χρησιµοποιώντας αστερίσκους για να

δείξετε τα στοιχεία που µπορεί να είναι είτε µηδέν ή µη

µηδενικά.

35. ΄Εστω το οµογενές σύστηµα

ax + by = 0

cx + dy = 0.

(αʹ) Αν x = x0 και y = y0 είναι µια λύση και ο k είναι ένας

πραγµατικός αριθµός, τότε δείξτε ότι x = kx0 και y = ky0

είναι επίσης µια λύση᾿

(ϐʹ) Αν x = x1, y = y1 και x = x2, y = y2 είναι και οι δύο

λύσεις, τότε δείξτε ότι και x = x1 + x2, y = y1 + y2 είναι

µια λύση.

36. Υποθέστε ότι ad − bc , 0 στο οµογενές σύστηµα του Προ-

ϐλήµατος 35. Χρησιµοποιήστε το Πρόβληµα 32 για να δε-

ίξετε ότι η µόνη λύση είναι η τετριµµένη λύση.

37. ∆είξτε ότι το οµογενές σύστηµα του Προβλήµατος 35 έχει

µη τετριµµένη λύση αν και µόνο αν ad − bc = 0.

38. Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα του Προβλήµατος 37 για

να ϐρείτε όλες τις τιµές της c για τις οποίες το οµογενές

σύστηµα

(c + 2)x + 3y = 0

2x + (c − 3)y = 0

έχει µη τετριµµένες λύσεις.

39. Θεωρήστε ένα οµογενές σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις

αγνώστους. Υποθέστε ότι η τρίτη εξίσωση είναι το άθροισµα

κάποιου πολλαπλάσιου της πρώτης εξίσωσης και κάποιου

πολλαπλάσιου της δεύτερης εξίσωσης. ∆είξτε ότι το σύστηµα

έχει µη τετριµένες λύσεις.

40. ΄Εστω E η κλιµακωτή µήτρα η οποία είναι γραµµοϊσοδύνα-

µη µε την µήτρα A. ∆είξτε ότι η E έχει τον ίδιο αριθµό µη

µηδενικών γραµµών όσες έχει η ανηγµένη κλιµακωτή µορ-

ϕή E∗ της A. ΄Ετσι ο αριθµός των µη µηδενικών γραµµών

σε µια κλιµακωτη µορφή της A είναι «αναλλοίωτος» στην

µήτρα A. Υπόδειξη: Εξετάστε την αναγωγή της E στην E∗.

8.3 Εφαρµογή Αυτοµατοποιηµένη Αναγωγή Γραµµών

Τα περισσότερα συστήµατα υπολογιστικής άλγεβρας περιέχουν εντολές οι οποίες υπο-

λογίζουν κατευθείαν την ανηγµένη κλιµακωτή µορφή. Για παράδειγµα αν εισάγουµε

τη µήτρα

A =





















1 2 1 4

3 8 7 20

2 7 9 23





















του Παραδείγµατος 2 —όπως ϕαίνεται στην Εφαρµογή 8.2—τότε η εντολή Maple

with(linalg): R := rref(A);

ή η εντολή Mathematica

R = RowReduce[A] // MatrixForm

ή η εντολή Matlab

R = rref(A)

παράγουν την ανηγµένη κλιµακωτή µήτρα

R =





















1 0 0 5

0 1 0 −2

0 0 1 3





















που παρουσιάζει ως λύση του γραµµικού συστήµατος την επαυξηµένη µήτρα συν-

τελεστών A. Ο ίδιος υπολογισµός απεικονίζεται στην οθόνη της αριθµοµηχανής στο

Σχήµα 8.3.1. Λύστε µε παρόµοιο τρόπο τα συστήµατα στα ακόλουθα προβλήµατα (τα

οποία προφανώς ϑα είναι κάπως κουραστικό να λυθούν µε το χέρι):

ΣΧΗΜΑ 8.3.1 Βρίσκοντας την
ανηγμένη κλιμακωτή μορφή με με

την αριθμομηχανή TI-89.
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1. 17x + 42y − 36z = 213

13x + 45y − 34z = 226

12x + 47y − 35z = 197

2. 32x + 57y − 41z = 713

23x + 43y − 37z = 130

42x − 61y + 39z = 221

3. 231x + 157y − 241z = 420

323x + 181y − 375z = 412

542x + 161y − 759z = 419

4. 837x + 667y − 729z = 1659

152x − 179y − 975z = 1630

542x + 328y − 759z = 1645

5. 49w − 57x + 37y − 59z = 97

73w − 15x − 19y − 22z = 99

52w − 51x + 14y − 29z = 89

13w − 27x + 27y − 25z = 73

6. 64w − 57x + 97y − 67z = 485

92w + 77x − 34y − 37z = 486

44w − 34x + 53y − 34z = 465

27w + 57x − 69y + 29z = 464

8.4 Πράξεις Μητρών

΄Εως τώρα έχουµε χρησιµοποιήσει µήτρες µόνο για να απλοποιήσουµε τη λύση ενός

γραµµικού συστήµατος. Αποδεικνύεται ωστόσο ότι µπορούµε να προσθέτουµε και

να πολλαπλασιάζουµε µήτρες µε τρόπους παρόµοιους µε αυτούς που προστίθενται

και πολλαπλασιάζονται οι αριθµοί. Τέτοιου είδους πράξεις µητρών έχουν εκτεταµένες

εφαρµογές.

΄Ολοι γνωρίζουµε ότι 2 + 3 = 5 και δεν εξετάζουµε περαιτέρω τη σηµασία της ε-

ξίσωσης αυτής. Στην περίπτωση των µητρών όµως πρέπει να ξεκινήσουµε µε ακριβείς

ορισµούς του τί ακριβώς σηµαίνει η οικεία σε µας αλγεβρική γλώσσα όταν χρησιµο-

ποιείται σε µήτρες αντί για αριθµούς.

∆ύο µήτρες A και B του ίδιου µεγέθους—µε το ίδιο πλήθος γραµµών και το ίδιο

πλήθος στηλών—ονοµάζονται ίσες αν κάθε στοιχείο της A είναι ίσο µε το αντίστοιχο

στοιχείο της B. ΄Ετσι δύο µήτρες του ίδιου µεγέθους είναι ίσες εφόσον είναι ίσες κατά

στοιχείο, και γράφουµε A = B για να συµβολίσουµε την ισότητα των δύο µητρών A

και B.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Αν

A =

[

3 4

5 6

]

, B =

[

3 4

5 7

]

, και C =

[

3 4 7

5 6 8

]

,

τότε A , B επειδή a22 = 6, ενώ b22 = 7, και A , C επειδή η µήτρες A και C δεν είναι

του ίδιου µεγέθους. ◗

Οι δύο επόµενοι ορισµοί αποτελούν επιπλέον παραδείγµατα των πράξεων «κατα

στοιχείο»

ΟΡΙΣΜΟΣ Πρόσθεση Μητρών
Αν A =

[

ai j

]

και B =
[

bi j

]

είναι µήτρες του ίδιου µεγέθους, τότε το άθροισµα A+B

είναι η µήτρα η οποία προσδιορίζεται µε πρόσθεση των αντίστοιχων στοιχείων των

µητρών A και B. ∆ηλαδή,

A + B =
[

ai j + bi j

]

, (1)

όπου ο συµβολισµός στα δεξιά υποδεικνύει ότι το εκάστοτε στοιχείο της i γραµµής

και της j στήλης της µήτρας A + B είναι ai j + bi j.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Αν

A =

[

3 0 −1

2 −7 5

]

, B =

[

4 −3 6

9 0 −2

]

, και C =

[

3 −2

−1 6

]

,

τότε

A + B =

[

7 −3 5

11 −7 3

]

,

αλλά το άθροισµα A + C δεν ορίζεται επειδή οι µήτρες A και C δεν είναι του ίδιου

µεγέθους. ◗
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ΟΡΙΣΜΟΣ Πολλαπλασιασμός Μήτρας με Αριθμό
Αν A =

[

ai j

]

είναι µια µήτρα και c είναι ένας αριθµός, τότε cA είναι µια µήτρα

που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό κάθε στοιχείου της A µε c. ∆ηλαδή,

cA =
[

cai j

]

. (2)

Χρησιµοποιώντας τον πολλαπλασιασµό µιας µήτρας µε ένα ϐαθµωτό µέγεθος,

ορίζουµε την αρνητική −A της µήτρας A και την διαφορά A − B των δυο µητρών A

και B γράφοντας

−A = (−1)A και A − B = A + (−B).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Αν A και B είναι οι 2 × 3 µήτρες του Παραδείγµατος 2, τότε

3A =

[

9 0 −3

6 −21 15

]

, −B =

[

−4 3 −6

−9 0 2

]

,

και

3A − B =

[

5 3 −9

−3 −21 17

]

. ◗

Διανύσματα

Η πρώτη εφαρµογή των πράξεων των µητρών είναι στα διανύσµατα. ΄Οπως αναφέραµε

στην Ενότητα 8.2. ένα διάνυσµα στήλη (ή απλά διάνυσµα) είναι απλώς µια n × 1

µήτρα, που έχει µία στήλη. Συνήθως χρησιµοποιούµε έντονα µικρά γράµµατα για να

συµβολίσουµε τα διανύσµατα. Αν

a =





















6

−2

5





















και b =





















−2

3

−4





















,

τότε µπορούµε να σχηµατίσουµε συνδυασµούς, όπως

3a + 2b =





















18

−6

15





















+





















−4

6

−8





















=





















14

0

7





















.

Για τυπογραφικούς κυρίως λόγους, µερικές ϕορές γράφουµε

a =



































a1

a2

...

an



































= (a1, a2, . . . , an). (3)

∆ηλαδή, το (a1, a2, . . . , an) είναι απλά ένας άλλος συµβολισµός για το διάνυσµα στήλη

µε στοιχεία a1, a2, . . . , an. ∆εν πρέπει να το µπερδεύουµε µε το διάνυσµα γραµµή
[

a1 a2 · · · an

]

. (4)

΄Ενα διάνυσµα γραµµή είναι µια 1 × n (και όχι µια n × 1) µήτρα που έχει µία µόνο

γραµµή, και

(3, 2, 1) =





















3

2

1





















,

[

3 2 1
]

επειδή οι δύο µήτρες εδώ έχουν διαφορετικές διαστάσεις (παρόλο που έχουν τα ίδια

στοιχεία).

Τώρα ας ϑεωρήσουµε το γραµµικό σύστηµα

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · · + amnxn = bm

(5)
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m εξισώσεων µε n άγνωστους. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε µια λύση αυτού του σύστηµα

ως ένα διάνυσµα

x =













































x1

x2

x3

...

xn













































= (x1, x2, x3, . . . , xn) (6)

του οποίου τα στοιχεία ικανοποιούν κάθε µια από τις εξισώσεις στην (5). Αν ϑέλουµε

να αναφέρουµε ξεκάθαρα τον αριθµό των στοιχείων, µπορούµε να αποκαλούµε το x

ένα n-διάστατο διάνυσµα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Θεωρήστε το οµογενές σύστηµα

x1 + 3x2 − 15x3 + 7x4 = 0

x1 + 4x2 − 19x3 + 10x4 = 0

2x1 + 5x2 − 26x3 + 11x4 = 0.

(7)

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι η κλιµακωτή µορφή της επαυξηµένης µήτρας του συστήµατος

είναι




















1 0 −3 −2 0

0 1 −4 3 0

0 0 0 0 0





















.

΄Ετσι x1 και x2 ϑεωρούµε ότι είναι οι ηγετικοί άγνωστοι ενώ x3 και x4 είναι οι ελεύθεροι

άγνωστοι. Χρησιµοποιώντας τις µεθόδους των Ενοτήτων 8.2 και 8.3, ϐλέπουµε ότι οι

άπειρες λύσεις του συστήµατος (7) περιγράφονται από τις εξισώσεις

x4 = t,

x3 = s,

x2 = 4s − 3t,

x1 = 3s + 2t

(8)

συναρτήσει των αυθαίρετων παραµέτρων s και t.

Τώρα ας γράψουµε την λύση x = (x1, x2, x3, x4) µε τον συµβολισµό των διανυ-

σµάτων. Η εξίσωση (8) δίνει

x =





























x1

x2

x3

x4





























=





























3s + 2t

4s − 3t

s

t





























,

και «διαχωρίζοντας» τα s και t έχουµε

x =





























3s

4s

s

0





























+





























2t

−3t

0

t





























= s





























3

4

1

0





























+ t





























2

−3

0

1





























—δηλαδή,

x = s(3, 4, 1, 0)+ t(2,−3, 0, 1) = sx1 + tx2. (9)

Η εξίσωση (9) εκφράζει σε διανυσµατική µορφή τη γενική λύση του γραµµικού

συστήµατος στην (7). Μας λέει ότι το διάνυσµα x είναι λύση αν και µόνο αν το x

είναι γραµµικός συνδυασµός—άθροισµα πολλαπλασίων—των συγκεκριµένων λύσεων

x1 = (3, 4, 1, 0) και x2 = (2,−3, 0, 1). Οι παράµετροι s και t είναι απλά οι συντελεστές

στο «άθροισµα των πολλαπλασίων.» ◗

Με τον ίδιο τρόπο µε τον οποίο προέκυψε η Εξίσωση (9) από τις Εξισώσεις στην

(8), µπορεί να εκφραστεί και η γενική λύση κάθε οµογενούς γραµµικού συστήµατος

ως γραµµικός συνδυασµός συγκεκριµένων διανυσµάτων. Για το λόγο αυτό (αλλά και

για άλλους ακόµα), οι γραµµικοί συνδυασµοί των διανυσµάτων ϑα παίξουν κεντρικό

ϱόλο στα επόµενα κεφάλαια.



Μαθ
ημ

ατ
ικα

 Ι (
εκ

δ. 
ΙΩ

Ν)

Edw
ard

 &
 P

en
ne

y

Πράξεις Μητρών ΕΝΟΤΗΤΑ 8.4 645

Πολλαπλασιασμός Μητρών

Η πρώτη έκπληξη είναι ότι οι µήτρες δεν πολλαπλασιάζονται κατά στοιχείο. Ο αρχικός

στόχος του πολλαπλασιασµού µητρών είναι για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό των

γραµµικών συστηµάτων. Αν γράψουµε

A =
[

ai j

]

, x =



































x1

x2

...

xn



































, και b =



































b1

b2

...

bm



































, (10)

τότε A, x, και b αποτελούν, αντίστοιχα, τη µήτρα των συντελεστών, το διάνυσµα των

άγνωστων και το διάνυσµα των σταθερών για το γραµµικό σύστηµα στην (5). Θέλουµε

να ορίσουµε το γινόµενο Ax µε τέτοιο τρόπο ώστε ολόκληρο το γραµµικό σύστηµα να

απλοποιείται σε µία µόνο εξίσωση µητρών, την

Ax = b. (11)

Το πρώτο ϐήµα είναι να ορίσουµε το γινόµενο ενός διανύσµατος γραµµής a µε

ένα διάνυσµα στήλη b,

a =
[

a1 a2 · · · an

]

και b =



































b1

b2

...

bn



































,

κάθε ένα από τα οποία έχει n στοιχεία. Σε αυτή την περίπτωση, το γινόµενο ab ορίζεται

να είναι

ab = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn. (12)

΄Ετσι ab είναι το άθροισµα των γινοµένων των αντίστοιχων στοιχείων των a και b. Για

παράδειγµα,
[

2 −3
]

[

3

5

]

= (2)(3) + (−3)(5) = −9

και

[

3 0 −1 7
]





























5

2

−3

4





























= 3 · 5 + 0 · 2 + (−1)(−3)+ 7 · 4 = 46.

Σηµειώστε ότι αν

a =
[

a1 a2 · · · an

]

και x =



































x1

x2

...

xn



































,

τότε

ax = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn.

΄Ετσι η εξίσωση

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b (13)

απλοποιείται στην εξίσωση

ax = b, (14)

η οποία είναι ένα ϐήµα προς τον στόχο που εκφράσαµε στην Εξίσωση (11). Αυτή η

παρατήρηση είναι το ϐασικό κίνητρο για τον ακόλουθο ορισµό.

ΟΡΙΣΜΟΣ Πολλαπλασιασμός Μητρών
Υποθέστε ότι η A είναι µια m × p µήτρα και η B είναι µια p × n µήτρα. Τότε το

γινόµενο AB είναι µια m × n µήτρα που ορίζεται ως εξής : Το στοιχείο της AB που

ϐρίσκεται στην i γραµµή και στην j στήλη είναι το άθροισµα των γινοµένων των

αντίστοιχων στοιχείων της i γραµµής της A µε τα στοιχεία της j στήλης της B.
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∆ηλαδή, αν η i γραµµή της A είναι

[

ai1 ai2 ai3 · · · aip

]

και η j στήλη της B είναι












































b1 j

b2 j

b3 j

...

bp j













































,

τότε το στοιχείο της i γραµµής και της j στήλης του γινοµένου AB είναι

ai1b1 j + ai2b2 j + ai3b3 j + · · · + aipbp j.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Αν

A =

[

2 −1

−4 3

]

και B =

[

1 5

3 7

]

,

τότε m = p = n = 2, οπότε το AB είναι µια 2 × 2 µήτρα. Για να ϐρείτε το AB,

υπολογίζετε το άθροισµα των γινοµένων όπως ϕαίνεται παρακάτω:

AB, γραµµή 1, στήλη 1 : (2)(1) + (−1)(3) = −1;

AB, γραµµή 1, στήλη 2 : (2)(5) + (−1)(7) = 3;

AB, γραµµή 2, στήλη 1 : (−4)(1) + (3)(3) = 5;

AB, γραµµή 2, στήλη 2 : (−4)(5) + (3)(7) = 1.

΄Ετσι

AB =

[

−1 3

5 1

]

. ◗

Για την πρώτη επαφή σας µε τον πολλαπλασιασµό µητρών, υπολογίστε

BA =

[

1 5

3 7

] [

2 −1

−4 3

]

=

[

−18 14

−22 18

]

.

Σηµειώστε ότι AB , BA. Αυτό δείχνει ότι ο πολλαπλασιασµός µητρών δεν είναι

αντιµεταθετικός ! Πρέπει, συνεπώς, να είµαστε προσεκτικοί µε τη σειρά µε την οποία

γράφουµε τις µήτρες σε ένα γινόµενο µητρών.

Ο ορισµός του γινοµένου µητρών χρειάζεται προσεκτική εξέταση για να δούµε

πώς λειτουργεί. Πρώτα απ΄όλα, το γεγονός ότι η A είναι m × p και η B είναι p × n

σηµαίνει ότι ο αριθµός των στηλών της A είναι ίσος µε τον αριθµό των γραµµών της B.

Εφόσον συµβαίνει αυτό, τότε το µέγεθος του γινοµένου AB προκύπτει διαγράφοντας

κατά κάποιον τρόπο τις «εσωτερικές» διαστάσεις :

A ϕορές B = AB

m × p p × n m × n.

✂✂✍ ❇❇▼

Αυτές «διαγράφονται.»

Αν οι «εσωτερικές» διαστάσεις δεν είναι ίσες, τότε το γινόµενο AB δεν ορίζεται.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Αν η A είναι µια µήτρα 3 × 2 και η B µια µήτρα 2 × 3 , τότε το

AB ϑα είναι µια µήτρα 3 × 3 , ενώ το BA ϑα είναι µια µήτρα 2 × 2 . Αν η C είναι µια

µήτρα 3 × 5 και η D µια µήτρα 5 × 7 , τότε το CD ϑα είναι µια µήτρα 3 × 7 , αλλά το

DC δεν ορίζεται. ◗
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Για να τονίσουµε το γεγονός ότι το ĳ στοιχείο του AB είναι το γινόµενο της i

γραµµής της A και της j στήλης της B, µπορούµε να γράψουµε

AB =











































































a1

a2

...

ai

...

am



















































































































































b1 b2 · · · b j · · · bn









































































,

όπου µε a1, a2, . . . , am συµβολίζουµε τα m διανύσµατα γραµµή της A και µε b1, b2, . . . , bn

συµβολίζουµε τα n διανύσµατα στήλη της B. Πιο συνοπτικά, αν

A =



































a1

a2

...

am



































και B =
[

b1 b2 · · · bn

]

συναρτήσει των γραµµών της A και των στηλών της B, τότε

AB =
[

aib j

]

. (15)

Εποµένως, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, το i j στοιχείο aib j του AB δίνεται συ-

ναρτήσει των στοιχείων των A και B από την σχέση

aib j =

[

ai1 ai2 · · · aip

]



































b1 j

b2 j

...

bp j



































= ai1b1 j + ai2b2 j + · · · + aipbp j.

∆ηλαδή,

aib j =

p
∑

k=1

aikbk j. (16)

Μπορεί κανείς να οπτικοποίησει το γινόµενο αν ϕανταστεί ότι «αφήνουµε την i

γραµµή της A να πάνω στην j στήλη της B» έως ότου τα στοιχεία σχηµατίσουν Ϲευγάρια,

και στη συνέχεια ότι σχηµατίζεται το άθροισµα των γινοµένων αυτών των Ϲευγαριών,

για να προσδιορίσει το στοιχείο ci j της µήτρας C = AB.

Υπόδειξη Το κλειδί για την ακρίβεια και την αυτοπεποίθηση στον υπολογισµό του

γινοµένου µητρών είναι το να γίνονται συστηµατικά. Να κάνετε πάντοτε τους υπολογι-

σµούς σας µε την ίδια σειρά. Πρώτα υπολογίστε τα στοιχεία της πρώτης γραµµής του

AB πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή της A διαδοχικά µε τις στήλες της B. Στην

συνέχεια, υπολογίστε τα στοιχεία της δεύτερης γραµµής του AB πολλαπλασιάζοντας

τη δεύτερη γραµµή της A διαδοχικά µε τις στήλες της B κ.ο.κ

Για τον υπολογισµό «µεγάλων» µητρών συνήθως χρησιµοποιούνται υπολογιστικά

συστήµατα. Αν έχουν εισαχθεί οι µήτρες A και B, µε κατάλληλα µεγέθη, —όπως

απεικονίζεται στην Εφαρµογή 3.2 —τότε η εντολή του Maple

with(linalg) : C := multiply(A,B),

: ή η εντολή του Mathematica

C = A.B,

ή η εντολή του Matlab

C = A*B

µας δίνουν κατευθείαν το αποτέλεσµα C = AB.
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Εξισώσεις Μητρών

Αν A =
[

ai j

]

είναι µια m× n µήτρα συντελεστών και x = (x1, x2, . . . , xn) είναι µια n× 1

µήτρα αγνώστων (στήλη), τότε το γινόµενο Ax είναι η µήτρα m × 1 .

Ax =











































a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...
. . .

...

am1 am2 · · · amn





















































































x1

x2

...

xn











































=











































a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn











































(?)
=











































b1

b2

...

bm











































= b.

Βλέπουµε λοιπόν ότι

Ax = b (17)

αν και µόνο αν η x = (x1, x2, . . . , xn) είναι λύση του γραµµικού συστήµατος (5). ΄Ετσι,

το γινόµενο µητρών µας επιτρέπει να απλοποιήσουµε ένα σύστηµα m εξισώσεων µε n

αγνώστους στην απλή εξίσωση µητρών (17), συµβολισµός που είναι ανάλογος µε την

απλή ϐαθµωτή εξίσωση ax = b µιας µεταβλητής x.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Το σύστηµα

3x1 − 4x2 + x3 + 7x4 = 10

4x1 − 5x3 + 2x4 = 0

x1 + 9x2 + 2x3 − 6x4 = 5

τριών εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση µητρών





















3 −4 1 7

4 0 −5 2

1 9 2 −6

















































x1

x2

x3

x4





























=





















10

0

5





















. ◗

΄Αλγεβρα Μητρών

Οι ορισµοί της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού µητρών µπορούν να χρησιµοποι-

ηθούν για να καθορίσουν τους κανόνες της άλγεβρας των µητρών όπως παρουσιάζονται

στο επόµενο ϑεώρηµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Κανόνες ΄Αλγεβρας Μητρών
Αν A, B, και C είναι µήτρες κατάλληλων διαστάσεων, τότε ισχύουν οι ακόλουθες

ισότητες.

Αντιµεταθετικός νόµος της πρόσθεσης : A + B = B + A

Προσεταιριστικός νόµος της πρόσθεσης : A + (B + C) = (A + B) + C

Προσεταιριστικός νόµος του πολλαπλασιασµού: A(BC) = (AB)C

Επιµεριστικοί νόµοι : A(B + C) = AB + AC

και

(A + B)C = AC + BC

Η µόνη απόδειξη η οποία έχει κάποια δυσκολία είναι αυτή του προσεταιριστικού

νόµου του πολλαπλασιασµού (ϐλέπε Πρόβληµα 44). Κάθε άλλη απόδειξη προκύπτει

άµεσα από τις αντίστοιχες ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών. Ως παράδειγµα, ϑα
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αποδείξουµε τον πρώτο επιµεριστικό νόµο. Υποθέστε ότι η A =
[

ai j

]

είναι µια m × p

µήτρα και ότι η B =
[

bi j

]

και η C =
[

ci j

]

είναι p × n µήτρες. Τότε

B + C =
[

bi j + ci j

]

,

έτσι από την (16) το ĳ στοιχείο της m × n µήτρας A(B + C) είναι

p
∑

k=1

aik(bk j + ck j). (18)

Το ĳ στοιχείο της m × n µήτρας AB + AC είναι

p
∑

k=1

aikbk j +

p
∑

k=1

aikck j =

p
∑

k=1

(aikbk j + aikck j). (19)

Αλλά ο επιµεριστικός νόµος των πραγµατικών αριθµών, a(b + c) = ab + ac, µας λέει

ότι οι αντίστοιχοι όροι του αθροίσµατος στις (18) και (19) είναι ίσοι. ΄Ετσι και οι ĳ όροι

των δύο m × n µητρών A(B +C) και AB +AC είναι ίσοι, εποµένως και οι µήτρες είναι

ίσες : A(B + C) = AB + AC.

Αν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε κανόνες όπως οι

(a + b)C = aC + bC, (ab)C = a(bC), a(BC) = (aB)C

είναι ακόµα πιο εύκολο να αποδειχθούν. Αυτό που σηµαίνουν όλοι αυτοί οι κανόνες

είναι : Στον πολλαπλασιασµό µητρών, οι παρενθέσεις µπορούν να εισάγονται µε τον

συνηθισµένο τρόπο που έχουµε και στην συνήθη άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών.

Αλλά στην άλγεβρα των µητρών δεν µεταφέρονται όλοι οι κανόνες που γνωρίζου-

µε από την «κανονική» άλγεβρα. Στο Παράδειγµα 5 είδαµε ότι ο πολλαπλασιασµός

µητρών δεν είναι αντιµεταθετικός —γενικά, AB , BA. ΄Αλλες εξαιρέσεις σχετίζονται µε

τις µηδενικές µήτρες. Μηδενική µήτρα είναι εκείνη η οποία έχει όλα τα στοιχεία

της µηδέν, δηλαδή

[

0 0

0 0

]

,

[

0 0 0

0 0 0

]

,





















0 0

0 0

0 0





















,

[

0

0

]

.

Συνήθως συµβολίζουµε τη µηδενική µήτρα (οποιουδήποτε µεγέθους) µε 0. Πρέπει να

είναι ϕανερό ότι για οποιαδήποτε µήτρα A,

0 + A = A = A + 0, A0 = 0, και 0A = 0,

όπου σε κάθε µια από τις περιπτώσεις το 0 είναι µια µηδενική µήτρα κατάλληλου

µεγέθους. ΄Ετσι, οι µηδενικές µήτρες ϕαίνεται ότι στην αριθµητική των µητρών παίζουν

ϱόλο παρόµοιο µε αυτόν του πραγµατικού αριθµού µηδέν στην συνήθη αριθµητική.

Γνωρίζουµε ότι για τους πραγµατικούς αριθµούς ισχύουν οι παρακάτω δύο κανόνες :

• Αν ab = ac και a , 0, τότε b = c

( «νόµος της απλοποίησης»).

• Αν ad = 0, τότε είτε a = 0 ή d = 0.

Στο επόµενο παράδειγµα ϐλέπουµε ότι στις µήτρες δεν ισχύει κανένας από αυτούς

τους δύο κανόνες.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8 Αν

A =

[

4 1 −2 7

3 1 −1 5

]

, B =





























1 5

3 −1

−2 4

2 −3





























, και C =





























3 4

2 1

−2 3

1 −3





























,

τότε B , C, αλλά

AB =

[

25 −10

18 −5

]

= AC. (Προσέξτε αυτό !)
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΄Ετσι ο νόµος της απλοποίησης δεν ισχύει γενικά για τις µήτρες. Αν

D = B − C =





























−2 1

1 −2

0 1

1 0





























,

τότε

AD =

[

0 0

0 0

]

= 0,

παρά το γεγονός ότι ούτε η A ούτε η D είναι µηδενικές µήτρες. ∆είτε τα Προβλήµατα

31 έως 38 για πρόσθετους τρόπους µε τους οποίους η άλγεβρα των µητρών διαφέρει

σηµαντικά από την γνωστή σε όλους µας άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών. ◗

Ας ϑυµηθούµε ότι η ταυτοτική µήτρα είναι η τετραγωνική µήτρα I η οποία έχει

στην κύρια διαγώνιο της το ένα και παντού αλλού µηδέν. Οι ταυτοτικές µήτρες στην

αριθµητική των µητρών έχουν ϱόλο ανάλογο µε αυτόν του πραγµατικού αριθµού ένα,

για τον οποίον ισχύει ότι a · 1 = 1 · a = a για όλες τις πραγµατικές τιµές του a. Για

παράδειγµα, µπορείτε να δείτε ότι
[

a b

c d

] [

1 0

0 1

]

=

[

1 0

0 1

] [

a b

c d

]

=

[

a b

c d

]

.

Παρόµοια, αν

A =





















a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33





















και I =





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















,

τότε AI = IA = A. Για παράδειγµα, το στοιχείο της δεύτερης γραµµής και τρίτης

στήλης της AI είναι

(a21)(0) + (a22)(0) + (a23)(1) = a23.

Αν a είναι ένας µη µηδενικός πραγµατικός αριθµός και b = a−1, τότε ab = ba = 1.

∆εδοµένης µιας τετραγωνικής µήτρας A, η ερώτηση σχετικά µε το αν υπάρχει µια

αντίστροφη µήτρα B, τέτοια ώστε AB = BA = I, είναι πιο πολύπλοκη και διερευνάται

στην Ενότητα8.5.

8.4 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Στα Προβλήµατα 1 έως 4, δίνονται δυο µήτρες A και B και δύο

αριθµοί c και d. Υπολογίστε την µήτρα cA + dB.

1. A =

[

3 −5

2 7

]

, B =

[

−1 0

3 −4

]

, c = 3, d = 4

2. A =

[

2 0 −3

−1 5 6

]

, B =

[

−2 3 1

7 1 5

]

, c = 5, d = −3

3. A =





















5 0

0 7

3 −1





















, B =





















−4 5

3 2

7 4





















, c = −2, d = 4

4. A =





















2 −1 0

4 0 −3

5 −2 7





















, B =





















6 −3 −4

5 2 −1

0 7 9





















, c = 7, d = 5

Στα Προβλήµατα 5 έως 12, δύνονται δύο µήτρες A και B. Υπολο-

γίστε ποιες από τις µήτρες AB και BA ορίζονται.

5. A =

[

2 −1

3 2

]

, B =

[

−4 2

1 3

]

6. A =





















1 0 −3

3 2 4

2 −3 5





















, B =





















7 −4 3

1 5 −2

0 3 9





















7. A =
[

1 2 3
]

, B =





















3

4

5





















8. A =

[

1 0 3

2 −5 4

]

, B =





















3 0

−1 4

6 5





















9. A =

[

3

−2

]

, B =





















0 −2

3 1

−4 5





















10. A =

[

2 1

4 3

]

, B =

[

−1 0 4

3 −2 5

]

11. A =
[

3 −5
]

, B =

[

2 7 5 6

−1 4 2 3

]

12. A =
[

1 0 3 −2
]

, B =

[

2 −7 5

3 9 10

]

Στα Προβλήµατα 13 έως 16, δίνονται τρεις µήτρες A, B, και C.

Αποδείξτε υπολογίζοντας και τα δύο µέλη των εξισώσεων τον προ-

σεταιριστικό νόµο A(BC) = (AB)C.

13. A =

[

3 1

−1 4

]

, B =

[

2 5

−3 1

]

, C =

[

0 1

2 3

]

14. A =
[

2 −1
]

, B =

[

2 5

−3 1

]

, C =

[

6

−5

]

15. A =

[

3

2

]

, B =
[

1 −1 2
]

, C =





















2 0

0 3

1 4
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16. A =





















2 0

0 3

1 4





















, B =

[

1 −1

3 −2

]

,

C =

[

1 0 −1 2

3 2 0 1

]

Στα Προβλήµατα 17 έως 22, αρχικά γράψτε τα οµογενή συστήµα-

τα που δίνονται στην µορφή Ax = 0. Στην συνέχεια ϐρείτε το

διάνυσµα λύσης, όπως στην Εξίσωση (9).

17. x1 − 5x3 + 4x4 = 0

x2 + 2x3 − 7x4 = 0

18. x1 − 3x2 + 6x4 = 0

x3 + 9x4 = 0

19. x1 + 3x4 − x5 = 0

x2 − 2x4 + 6x5 = 0

x3 + x4 − 8x5 = 0

20. x1 − 3x2 + 7x5 = 0

x3 − 2x5 = 0

x4 − 10x5 = 0

21. x1 − x3 + 2x4 + 7x5 = 0

x2 + 2x3 − 3x4 + 4x5 = 0

22. x1 − x2 + 7x4 + 3x5 = 0

x3 − x4 − 2x5 = 0

23. ΄Εστω

A =

[

2 1

3 2

]

, B =

[

a b

c d

]

,

και

I =

[

1 0

0 1

]

.

Βρείτε την B τέτοια ώστε AB = I = BA ως ακολούθως:

Πρώτα εξισώστε τις δύο πλευρές της εξίσωσης AB = I. Στην

συνέχεια λύστε τις τέσσερις εξισώσεις που προκύπτουν για

τα a, b, c, και d. Τελικά επαληθεύστε ότι BA = I.

24. Επαναλάβετε το Πρόβληµα 23, αντικαθιστώντας την A µε τη

µήτρα

A =

[

3 4

5 7

]

.

25. Επαναλάβετε το Πρόβληµα 23, αντικαθιστώντας την A µε τη

µήτρα

A =

[

5 7

2 3

]

.

26. Χρησιµοποιήστε την τεχνική του Προβλήµατος 23 για να

δείξετε ότι αν

A =

[

1 −2

−2 4

]

,

δεν υπάρχει µήτρα B τέτοια ώστε AB = I. Υπόδειξη: ∆είξτε

ότι το σύστηµα των τεσσάρων εξισώσεων µε αγνώστους a, b,

c, και d είναι ασυµβίβαστο.

27. Μια διαγώνια µήτρα είναι µια τετραγωνική µήτρα της µορ-

ϕής














































a1 0 0 · · · 0

0 a2 0 · · · 0

0 0 a3 · · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 0 · · · an















































,

στην οποία κάθε στοιχείο εκτός της κύριας διαγωνίου είναι

µηδέν. ∆είξτε ότι το γινόµενο AB δύο n×n διαγώνιων µητρών

A και B είναι διαγώνια µήτρα. ∆ιατυπώστε έναν περιεκτικό

κανόνα υπολογισµού του AB. Είναι ξεκάθαρο ότι AB = BA·

Εξηγήστε γιατί.

28. Η ϑετική ακέραια δύναµη µιας µήτρας A ορίζεται έως εξής :

A1
= A, A2

= AA, A3
= AA2,

A4
= AA3, . . . , An+1

= AAn, . . . .

Υποθέστε ότι οι r και s είναι ϑετικοί ακέραιου. Αποδείξτε

ότι ArAs
= Ar+s και ότι (Ar)s

= Ars (ιδιότητες ανάλογες µε

αυτές των δυνάµεων των πραγµατικών αριθµών).

29. Αν A =

[

a b

c d

]

, τότε δείξτε ότι

A2
= (a + d)A − (ad − bc)I,

όπου µε I συµβολίζουµε την 2 × 2 ταυτοτική µήτρα. ΄Ετσι

κάθε 2 × 2 µήτρα A ικανοποιεί την εξίσωση

A2 − (trace A)A + (det A)I = 0

όπου µε det A = ad − bc συµβολίζουµε την ορίζουσα της

µήτρας A, και µε trace A συµβολίζουµε το ίχνος των δια-

γώνιων στοιχείων της. Αυτό το αποτέλεσµα είναι η δισδι-

άστατη περίπτωση του ϑεωρήµατος CayleyHamilton που

ϑα δούµε στην Ενότητα 10.3.

30. Ο τύπος του Προβλήµατος 29 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για

να υπολογίσουµε την A2 χωρίς πολλαπλασιασµούς µητρών.

Προκύπτει ότι

A3
= (a + d)A2 − (ad − bc)A

χωρίς πολλαπλασιασµό της µήτρας,

A4
= (a + d)A3 − (ad − bc)A2,

και κ.ο.κ. Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο αυτή για να υπολο-

γίσετε τις A2, A3, A4, και A5 αν

A =

[

2 1

1 2

]

.

Στα Προβλήµατα 31 έως 38 παρουσιάζονται κανόνες της άλγε-

ϐρας µητρών οι οποίοι δεν είναι ανάλογοι µε αυτούς της άλγεβρας

των πραγµατικών αριθµων.

31. (αʹ) Υποθέστε ότι A και B είναι οι µήτρες του Παραδείγµατος

5. ∆είξτε ότι (A + B)(A − B) , A2 − B2.

(ϐʹ) Υποθέστε ότι οι A και B είναι τετραγωνικές µήτρες µε

την ιδιότητα AB = BA. ∆είξτε ότι (A + B)(A − B) =

A2 − B2.

32. (αʹ) Υποθέστε ότι A και B είναι οι µήτρες του Παραδείγµατος

5. ∆είξτε ότι (A + B)2
, A2

+ 2AB + B2.

(ϐʹ) Υποθέστε ότι A και B είναι τετραγωνικές µήτρες τέτοια

ώστε AB = BA. ∆είξτε ότι (A + B)2
= A2

+ 2AB + B2.

33. Βρείτε τέσσερις διαφορετικές 2× 2 µήτρες A, των οποίων το

στοιχείο της κύριας διαγωνίου να είναι είτε +1 ή −1, τέτοιες

ώστε A2
= I.

34. Βρείτε µια 2 × 2 µήτρα A µε στοιχεία +1 ή −1 τέτοια ώστε

A2
= 0. Ο τύπος του Προβλήµατος 29 µπορεί να ϐοηθήσει.

35. Χρησιµοποιήστε τον τύπο του Προβλήµατος 29 για να ϐρε-

ίτε µια 2 × 2 µήτρα A τέτοια ώστε A , 0 και A , I αλλά

τέτοια ώστε A2
= A.

36. Βρείτε µια 2× 2 µήτρα A της οποίας τα στοιχεία της κύριας

διαγωνίου να είναι µηδέν και A2
= I.

37. Βρείτε µια 2× 2 µήτρα A της οποίας τα στοιχεία της κύριας

διαγωνίου να είναι µηδέν και A2
= −I.

38. Ως συνέχεια των προηγούµενων δύο προβληµάτων. Βρε-

ίτε δύο 2 × 2 µη µηδενικές µήτρες A και B τέτοιες ώστε

A2
+ B2

= 0.
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39. Χρησιµοποιήστε των πολλαπλασιασµό για να δείξετε ότι αν

x1 και x2 είναι δύο λύσεις του οµογενούς συστήµατος Ax = 0

και c1 και c2 είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε το c1x1 + c2x2

είναι επίσης λύση.

40. (αʹ) Χρησιµοποιήστε των πολλαπλασιασµό για να δείξετε ότι

αν x0 είναι λύση του οµογενούς συστήµατος Ax = 0 και

x1 είναι λύση του µη οµογενούς συστήµατος Ax = b,

τότε η x0 + x1 είναι επίσης λύση του µη οµογενούς συ-

στήµατος.

(ϐʹ) Υποθέστε ότι x1 και x2 είναι λύσεις του µη οµογενούς

συστήµατος του (α) µέρους. ∆είξτε ότι x1 − x2 είναι λύση

του οµογενούς συστήµατος Ax = 0.

41. Ως συνέχεια του Προβλήµατος 32, δείξτε ότι αν οι A και B

είναι τετραγωνικές µήτρες τέτοιες ώστε AB = BA, τότε

(A + B)3
= A3

+ 3A2B + 3AB2
+ B3

και

(A + B)4
= A4

+ 4A3B + 6A2B2
+ 4AB3

+ B4.

42. ΄Εστω

A =





















1 2 0

0 1 2

0 0 1





















=





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















+





















0 2 0

0 0 2

0 0 0





















= I + N.

(αʹ) ∆είξτε ότι N2
, 0 αλλά N3

= 0.

(ϐʹ) Χρησιµοποιήστε τον διωνυµικό τύπο για το Πρόβληµα

41 για να υπολογίσετε

A2
= (I + N)2

= I + 2N + N2,

A3
= (I + N)3

= I + 3N + 3N2,

και

A4
= (I + N)4

= I + 4N + 6N2.

43. Ας ϑεωρήσουµε την 3 × 3 µήτρα

A =





















2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2





















.

Αρχικά επιβεβαιώστε ότι A2
= 3A. Στην συνέχεια ϐρείτε ότι

An+1
= 3nA για κάθε ακέραιο ϑετικό αριθµό n.

44. ΄Εστω ότι οι A =
[

ahi

]

, B =
[

bi j

]

, και C =
[

c jk

]

είναι

µήτρες διαστάσεων m × n, n × p, και p × q, αντίστοιχα. Για

να αποδείξουµε τον προσεταιριστικό νόµο A(BC) = (AB)C,

κάνουµε τα ακόλουθα. Στην Εξίσωση (16) το hj τη στοιχείο

του AB είναι
n
∑

i=1

ahibi j.

Με εφαρµογή πάλι της Εξίσωσης (16), το hj στοιχείο του

(AB)C είναι

p
∑

j=1















n
∑

i=1

ahibi j















c jk =

n
∑

i=1

p
∑

j=1

ahibi jc jk .

∆είξτε παρόµοια ότι το διπλό άθροισµα στην δεξιά πλευρά

της εξίσωσης είναι επίσης ίσο µε το hj στοιχείο της A(BC).

΄Ετσι οι m × q µήτρες (AB)C και A(BC) είναι ίσες.

8.5 Αντίστροφες Μήτρες

Ας ϑυµηθούµε ότι µια n × n ταυτοτική µήτρα είναι η διαγώνια µήτρα η οποία έχει

στην διαγώνιο το 1 και παντού αλλού το µηδέν

I =













































1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 1













































(1)

∆εν είναι δύσκολο να συµπεράνει κανείς από τον ορισµό ότι η µήτρα I δρα όπως η

µονάδα για τον πολλαπλασιασµό µητρών :

AI = A και IB = B (2)

εφόσον το µέγεθος των A και B είναι τέτοιο ώστε τα γινόµενα AI και IB να ορίζονται.

Είναι, ωστόσο, διδακτικό να διερευνήσουµε τις ταυτότητες στην (2) ϐασιζόµενοι στα δύο

δεδοµένα για τον πολλαπλασιασµό των µητρών που παρατίθενται παρακάτω. Αρχικά,

ας ϑυµηθούµε ότι ο συµβολισµός

A =
[

a1 a2 a3 · · · an

]

(3)

εκφράζει την m × n µήτρα A ως προς τα διανύσµατα στηλών a1, a2, a3, . . . , an.

Γεγονός 1 Ax συναρτήσει των στηλών της A

Αν A =
[

a1 a2 · · · an

]

και x = (x1, x2, . . . , xn) είναι ένα n-διάνυσµα, τότε

Ax = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan. (4)
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Ο λόγος είναι ότι όταν κάθε διάνυσµα γραµµή της A πολλαπλασιάζεται µε το διάνυσµα

στήλη x, το j στοιχείο πολλαπλασιάζεται µε το x j.

Γεγονός 2 AB συναρτήσει των στηλών B

Αν η A είναι µια m×n µήτρα και η B =
[

b1 b2 · · · bp

]

είναι µια n× p µήτρα, τότε

AB =
[

Ab1 Ab2 · · · Abp

]

. (5)

∆ηλαδή, η j στήλη της AB είναι το γινόµενο της A και της jστήλης της B. Ο λόγος

είναι ότι τα στοιχεία της j στήλης της AB προσδιορίζονται από τον πολλαπλασιασµό

των αντίστοιχων γραµµών της A µε την j στήλη της B.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Η τρίτη στήλη του γινοµένου AB των µητρών

A =

[

2 −1 0

4 0 3

]

και B =





















3 7 5 −4

−2 6 3 6

5 1 −2 −1





















είναι

Ab3 =

[

2 −1 0

4 0 3

]





















5

3

−2





















=

[

7

14

]

. ◗

Για να αποδείξουµε ότι AI = A, ας σηµειωθεί πρώτα ότι

I =
[

e1 e2 · · · en

]

, (6)

όπου j το διάνυσµα στήλη της I είναι το j ϐασικό µοναδιαίο διάνυσµα

e j =



















































0
...

1
...

0



















































← j στοιχείο. (7)

Αν A =
[

a1 a2 · · · an

]

, τότε από το Γεγονός 1

Ae j = 0 · a1 + · · · + 1 · a j + · · · + 0 · an = a j. (8)

Εποµένως, από το Γεγονός 2

AI = A
[

e1 e2 · · · en

]

=

[

Ae1 Ae2 · · · Aen

]

=

[

a1 a2 · · · an

]

;

δηλαδή, AI = A. Η απόδειξη ότι IB = B είναι παρόµοια. (Βλέπε Προβλήµατα 41 και

42.)

Αντίστροφη Μήτρα Α−1

Αν a , 0, τότε υπάρχει ένας αριθµός b = a−1
= 1/a τέτοιος ώστε ab = ba = 1. Αν

λοιπόν δεχθούµε µια µη µηδενική µήτρα A, αναρωτιόµαστε εάν υπάρχει µήτρα B

τέτοια ώστε AB = BA = I. Στα επόµενα δύο παραδείγµατα ϐλέπουµε ότι η απάντηση

σε αυτή την ερώτηση εξαρτάται από την συγκεκριµένη µήτρα A.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Αν

A =

[

4 9

3 7

]

και B =

[

7 −9

−3 4

]

,

τότε

AB =

[

4 9

3 7

] [

7 −9

−3 4

]

=

[

1 0

0 1

]

= I;

BA = I µε παρόµοιους υπολογισµούς. ◗
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 ΄Εστω

A =

[

1 −3

−2 6

]

και B =

[

a b

c d

]

.

Αν η µήτρα B είχε την ιδιότητα AB = BA = I, τότε

AB =

[

1 −3

−2 6

] [

a b

c d

]

=

[

a − 3c b − 3d

−2a + 6c −2b + 6d

]

=

[

1 0

0 1

]

.

΄Οµως εξισώνοντας τα αντίστοιχα στοιχεία του AB µε την 2 × 2 ταυτοτική µήτρα στην

τελευταία γραµµή, ϐρίσκουµε ότι

a − 3c = 1

−2a + 6c = 0
και

b − 3d = 0

−2b + 6d = 1.

Είναι ϕανερό ότι αυτές οι εξισώσεις είναι ασυµβίβαστες. ΄Ετσι δεν υπάρχει µια 2 × 2

µήτρα B τέτοια ώστε AB = I. ◗

ΟΡΙΣΜΟΣ Αντιστρέψιμη μήτρα
Μια τετραγωνική µήτρα A ονοµάζεται αντιστρέψιµη εάν υπάρχει µια µήτρα B

τέτοια ώστε

AB = BA = I.

΄Ετσι η µήτρα A του Παραδείγµατος 2 είναι αντιστρέψιµη, ενώ η µήτρα A του

Παραδείγµατος 3 δεν είναι αντιστρέψιµη.

Μια µήτρα B τέτοια ώστε AB = BA = I ονοµάζεται αντίστροφη µήτρα της

µήτρας A. Το επόµενο ϑεώρηµα µας λέει ότι καµία µήτρα δεν µπορεί να έχει δύο

διαφορετικές αντίστροφες µήτρες.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Μοναδικότητα της Αντίστροφης Μήτρας
Αν µια µήτρα A είναι αντιστρέψιµη, τότε υπάρχει ακριβώς µια µήτρα B τέτοια ώστε

AB = BA = I.

Απόδειξη Αν η C είναι µια (πιθανόν διαφορετική) µήτρα τέτοια ώστε και AC = CA =

I, τότε από τον προσεταιριστικό νόµο του πολλαπλασιασµού έχουµε ότι

C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B.

΄Ετσι η C είναι στην πραγµατικότητα η B. ◆

Η µοναδικότητα της αντίστροφης µήτρας A συµβολίζεται µε A−1. ΄Ετσι στο Πα-

ϱάδειγµα 2 έχουµε

Αν A =

[

4 9

3 7

]

τότε A−1
=

[

7 −9

−3 4

]

.

Στην περίπτωση µιας 2 × 2 µήτρας A, είναι εύκολο να προσδιοριστεί αν η A είναι

αντιστρέψιµη και να ϐρεθεί η A−1 εάν υπάρχει. Στα Προβλήµατα 36 και 37 σας

Ϲητάµε να επιβεβαιώσετε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 Αντιστροφή Μητρών 2 x 2
Μια 2 × 2 µήτρα

A =

[

a b

c d

]

είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν ad − bc , 0, οπότε

A−1
=

1

ad − bc

[

d −b

−c a

]

. (9)
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Η Εξίσωση (9) µας δίνει τον παρακάτω τροπο για να γράψουµε, εάν υπάρχει,

την αντίστροφη µιας 2 × 2 µήτρας :

• Αρχικά, εναλλάξτε τα δύο διαγώνια στοιχεία.

• Στην συνέχεια, αλλάξτε το πρόσηµο των δύο µη διαγώνιων στοιχείων.

• Τέλος, διαιρέστε κάθε στοιχείο της µήτρας που προκύπτει µε το ad − bc.

Μπορείτε να ελέγξετε πως η B = A−1 προκύπτει απο την A του Παραδείγµατος 2 (στο

οποίο ad − bc = 1) µε αυτόν τον τρόπο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Αν

A =

[

4 6

5 9

]

,

τότε ad − bc = 36 − 30 = 6 , 0, οπότε

A−1
=

1
6





















9 −6

−5 4





















=





















3
2
−1

− 5
6

2
3





















. ◗

Οι δυνάµεις µιας τετραγωνικής µήτρας A ορίζονται ως εξής, παρόλο που στην

περίπτωση αρνητικού εκθέτη πρέπει να υποθέσουµε ότι η A είναι αντιστρέψιµη. Αν ο

n είναι ϑετικός ακεραίος, ορίζουµε

A0
= I και A1

= A;

An+1
= AnA για n ≥ 1·

A−n
= (A−1)n.

Στο Πρόβληµα 28 της Ενότητας 8.4, σας Ϲητήθηκε να επαληθεύσετε τους νόµους των

δυνάµεων

ArAs
= Ar+s, (Ar)s

= Ars (10)

για ϑετικό εκθέτη, και στο Πρόβληµα 31 αυτής της ενότητας ϑα δούµε την περίπτωση

του αρνητικού εκθέτη. Στο Πρόβληµα 29 σας Ϲητάµε να αποδείξετε τα µέρη (α) και (ϐ)

του επόµενου ϑεωρήµατος.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 ΄Αλγεβρα Αντίστροφων Μητρών
Αν οι µήτρες A και B είναι του ίδιου µεγέθους και αντιστρέψιµες, τότε

η A−1 είναι αντιστρέψιµη και η (A−1)−1
= A·

Αν ο n είναι µη αρνητικός ακέραιος, τότε η An είναι αντιστρέψιµη και η

(An)−1
= (A−1)n·

Το γινόµενο AB είναι αντιστρέψιµη µήτρα και

(AB)−1
= B−1A−1

. (11)

Απόδειξη του ( iii)

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1
= AIA−1

= AA−1
= I;

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I.

΄Ετσι έχουµε I όταν πολλαπλασιάσουµε την AB µε B−1A−1 από οποιαδήποτε πλευρά .

Επειδή η αντίστροφη µήτρα της AB είναι µοναδική, αυτό αποδεικνύει ότι η AB είναι

αντιστρέψιµη και ότι η αντίστροφή της µήτρα είναι B−1A−1. ◆

Στα µαθηµατικά είναι συχνά σηµαντικό να σηµειώνονται οι εκπλήξεις. Η έκ-

πληξη στην Εξίσωση (11) είναι η αντιστροφή της ϕυσικής σειράς των παραγόντων του

δεξιού µέρους. Είστε τώρα σε ϑέση να δείξετε ότι

(ABC)−1
= C−1B−1A−1.

Γενικά, οποιοδήποτε γινόµενο αντιστρέψιµων µητρών του ίδιου µεγέθους είναι επίσης

αντιστρέψιµο, και το αντίστροφο ενός γινοµένου αντιστρέψιµων µητρών είναι το γι-

νόµενο µε αντίστροφη σειρά των αντιστρόφων τους.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4 Λύση του Ax = b με την Αντίστροφης Μήτρας
Αν η n × n µήτρα A είναι αντιστρέψιµη, τότε για κάθε n-διάστατο διάνυσµα b το

σύστηµα

Ax = b (12)

έχει τη µοναδική λύση

x = A−1b (13)

η οποία προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό και των δύο µελών της (12) από

αριστερά µε την µήτρα A−1.

Απόδειξη Πρέπει να δείξουµε ότι η x = A−1b είναι η µόνη λύση της Εξίσωσης (12).

Αρχικά, ο υπολογισµός

A(A−1b) = (AA−1)b = Ib = b

µας δείχνει ότι η x = A−1b είναι λύση. Στην συνέχεια, αν x1 είναι οποιαδήποτε

(πιθανώς διαφορετική) λύση, παρατηρούµε ότι ο πολλαπλασιασµός κάθε πλευράς της

εξίσωσης µε Ax1 = b από αριστερά µε A−1 δίνει x1 = A−1b, και έτσι η x1 είναι τελικά

η ίδια λύση όπως η x. ◆

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Για να λύσουµε το σύστηµα

4x1 + 6x2 = 6

5x1 + 9x2 = 18,

χρησιµοποιούµε την αντίστροφη µήτρα των συντελεστών

A =

[

4 6

5 9

]

που ϐρήκαµε στο Παράδειγµα 4. Τότε η Εξίσωση (13) δίνει

x = A−1b =

[

4 6

5 9

]−1 [
6

18

]

=





















3
2
−1

− 5
6

2
3









































6

18





















=





















−9

7





















.

΄Ετσι η x1 = −9, x2 = 7 είναι η µοναδική λύση. ◗

Πως να βρείτε την Α−1

Το Θεώρηµα 2 µας λέει µόνο πως να αντιστρέφουµε µήτρες 2 × 2. Η ανάπτυξη µιας

µεθόδου για την αντιστροφή µεγαλύτερων µητρών περιλαµβάνει µια ειδική κατηγορία

µητρών, που ορίζουµε στη συνέχεια.

ΟΡΙΣΜΟΣ Στοιχειώδης Μήτρα
Μια n×n µήτρα E ονοµάζεται στοιχειώδης µήτρα εάν µπορεί να προκύψει εφαρ-

µόζοντας µια µόνο στοιχειώδη πράξη γραµµών στην n × n ταυτοτική µήτρα I.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Οι παρακάτω συνηθισµένες στοιχειώδεις µήτρες προκύπτουν ως

εξής.
[

1 0

0 1

]

(3)R1−−−−−−−−−−−−−−−−→
[

3 0

0 1

]

= E1





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















(2)R1 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 0

0 1 0

2 0 1





















= E2





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















ΕΝΑΛΛΑΓΗ(R1,R2)
−−−−−−−−−−−−−−−−→





















0 1 0

1 0 0

0 0 1





















= E3
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Οι τρεις στοιχειώδεις µήτρες E1, E2, και E3 αντιστοιχούν στους τρεις στοιχειώδεις

µετασχηµατισµούς γραµµών. ◗

Τώρα, υποθέτουµε ότι µια m×m στοιχειώδη µήτρα E αντιστοιχεί σε έναν στοιχει-

ώδη µετασχηµατισµό γραµµών. Αποδεικνύεται ότι αν εκτελέσουµε την ίδια εργασία σε

µια τυχαία m× n µήτρα A, παίρνουµε το γινόµενο EA το οποίο προκύπτει πολλαπλα-

σιάζοντας την A στα αριστερά µε την µήτρα E. ΄Ετσι µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε

έναν στοιχειώδη µετασχηµατισµό γραµµών πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε την

αντίστοιχη στοιχειώδη µήτρα. Στα Προβλήµατα 38 έως 40 παρουσιάζονται τυπικές

περιπτώσεις της απόδειξης του επόµενου ϑεωρήµατος.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5 Στοιχειώδεις Μήτρες και Μετασχηματισμοί Γραμμών
Αν ένας στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών εφαρµοσθεί σε µια m × n µήτρα

A, τότε το αποτέλεσµα είναι το γινόµενο EA, όπου E είναι η στοιχειώδης µήτρα η

οποία προκύπτει εφαρµόζοντας τον ίδιο µετασχηµατισµό γραµµών στην ταυτοτική

µήτρα m × m .

Οι στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών είναι αντιστρέψιµοι. ∆ηλαδή, σε

κάθε στοιχειώδη µετασχηµατισµό γραµµών αντιστοιχεί ένας αντίστροφος στοιχειώδης

µετασχηµατισµός γραµµών ο οποίος τον εξουδετερώνει (ϐλέπε Σχήµα 8.5.1). ΄Αρα

λοιπόν, κάθε στοιχειώδης µήτρα είναι αντιστρέψιµη. Για να δείτε γιατί, έστω E µια

στοιχειώδης µήτρα και E1 η στοιχειώδης µήτρα που αντιστοιχεί στον αντίστροφο του

µετασχηµατισµού γραµµών που µετασχηµατίζει την I στην E. Τότε ο αντίστροφος µε-

τασχηµατισµός γραµµών µετασχηµατίζει την E στην I, και από το Θεώρηµα 5 έχουµε

ότι E1E = I. Παρόµοια ϐλέπουµε ότι EE1 = I. ΄Ετσι , η στοιχειώδης µήτρα E είναι

αντιστρέψιµη µε E−1
= E1.

Στοιχειώδης Αντίστροφη

Μετασχηµατισµός Γραµµών Λειτουργία

(c)Ri

1

c
Ri

ΕΝΝΑΛΑΓΗ(Ri,R j) ΕΝΝΑΛΑΓΗ(Ri,R j)

(c)Ri + R j (−c)Ri + R j

ΣΧΗΜΑ 8.5.1 Αντίστροφοι Στοιχειώδεις
Μετασχηματισμοί Γραμμών.

Οι στοιχειώδεις µήτρες δεν χρησιµοποιούνται συχνά για υπολογιστικούς λόγους,

καθώς είναι πιο εύκολο να εκτελούµε απευθείας τις γραµµοπράξεις παρά να πολλα-

πλασιάζουµε µε στοιχειώδεις µήτρες. Αντίθετα, ο κύριος ϱόλος τους είναι η απόδειξη

του παρακάτω ϑεωρήµατος, το οποίο οδηγεί µε τη σειρά του σε µια πρακτική µέθοδο

για την αντιστροφή µητρών.

ΘΕΩΡΗΜΑ 6 Αντιστρέψιμες Μήτρες και Πράξεις Γραμμών
Μια n × n µήτρα A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν είναι γραµµοϊσοδύναµη µε

µια n × n ταυτοτική µήτρα I.

Απόδειξη Αρχικά υποθέτουµε ότι η µήτρα A είναι αντιστρέψιµη. Τότε, από το

Θεώρηµα 4 (µε b = 0), έχουµε ότι η Ax = 0 έχει µόνο την τετριµµένη λύση x = 0.

Αλλά από το Θεώρηµα 4 της Ενότητας 8.3 έπεται ότι αυτό ισχύει µόνο αν η A είναι

γραµµοϊσοδύναµη µε την I.

Τώρα υποθέτουµε, αντίστροφα ότι η A είναι γραµµοϊσοδύναµη µε την I. δη-

λαδή, υπάρχει µια πεπερασµένη ακολουθία στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών

που µετατρέπουν την A στην I. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5, καθεµία από αυτούς

τους µετασχηµατισµούς µπορούν να εκτελεστούν πολλαπλασιάζοντας από αριστερά

µε την αντίστοιχη στοιχειώδη µήτρα. Αν E1,E2, . . . ,Ek είναι οι στοιχειώδεις µήτρες
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που αντιστοιχούν σε αυτές τις πράξεις γραµµών, έπεται ότι

EkEk−1 · · ·E2E1A = I. (14)

Αν πολλαπλασιάσουµε τώρα κάθε πλευρά την Εξίσωσης (14) µε την αντίστροφη µήτρα

(Ek)−1, (Ek−1)−1, . . . , (E2)−1, (E1)−1 αντίστοιχα, ϑα ϐρούµε ότι

A = (E1)−1(E2)−1 · · · (Ek−1)−1(Ek)−1
. (15)

΄Ετσι η A είναι το γινόµενο αντιστρέψιµων στοιχειωδών µητρών, και από το ((ς» του

Θεωρήµατος 3 έχουµε ότι η A είναι αντιστρέψιµη. ◆

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 6 στην πραγµατικότητα εξηγεί πώς ϑα ϐρούµε την

αντίστροφη µήτρα της A. Αν αντιστρέψουµε κάθε µέλος της Εξίσωσης (15) ( ϑυµηθείτε

να αντιστρέψετε τη σειρά από τα δεξιά), έχουµε

A−1
= EkEk−1 · · ·E2E1I. (16)

Επειδή κάθε αριστερός πολλαπλασιασµός µε µια στοιχειώδη µήτρα είναι ισοδύναµος

µε την εκτέλεση του αντίστοιχου µετασχηµατισµού γραµµής, ϐλέπουµε από τη σύγ-

κριση των Εξισώσεων (14) και (16) ότι η ίδια ακολουθία µετασχηµατισµών γραµµών που

µετασχηµατίζει την A στην I µετασχηµατίζει και την I στην A−1.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Βρείτε την A−1

Για να ϐρείτε την αντίστροφη A−1 µια αντιστρέψιµης n × n µήτρας A, ϐρείτε

µια ακολουθία στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών που µετασχηµατίζει µια

µήτρα A σε µια n × n ταυτοτική µήτρα I. Στην συνέχεια εφαρµόστε την ίδια

ακολουθία µετασχηµατισµών µε την ίδια σειρά στην I για να την µετατρέψετε

στην A−1.

Είναι πιο πρακτικό να µετασχηµατίζουµε την µήτρα A στην I και την I στην A−1

παράλληλα όπως ϕαίνεται στο παρακάτω παράδειγµα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Βρείτε την αντίστροφη της µήτρας 3 × 3

A =





















4 3 2

5 6 3

3 5 2





















.

Λύση Θέλουµε να µετασχηµατίσουµε την A στην 3 × 3 ταυτοτική µήτρα I ενώ ταυ-

τόχρονα ϑα εκτελούµε την ίδια ακολουθία των µετασχηµατισµών γραµµών στην I για

να προκύψει η A−1. Για να πραγµατοποιήσουµε αυτή την διαδικασία αποτελεσµατικά,

προσαρτούµε τη I στο δεξιό µέρος της A και σχηµατίζουµε µια µήτρα 3 × 6





















4 3 2 1 0 0

5 6 3 0 1 0

3 5 2 0 0 1





















.

Τώρα εφαρµόζουµε την ακολουθία των στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών στην

3 × 6 µήτρα (έχει σχεδιαστεί για να µετασχηµατίζει το αριστερό µισό της στην 3 × 3

ταυτοτική µήτρα).

(−1)R3 + R1−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 0 1 0 −1

5 6 3 0 1 0

3 5 2 0 0 1





















(−1)R3 + R2−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 0 1 0 −1

2 1 1 0 1 −1

3 5 2 0 0 1





















(−2)R1 + R2−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 0 1 0 −1

0 5 1 −2 1 1

3 5 2 0 0 1
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(−3)R1 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 0 1 0 −1

0 5 1 −2 1 1

0 11 2 −3 0 4





















(−2)R2 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 0 1 0 −1

0 5 1 −2 1 1

0 1 0 1 −2 2





















ΕΝΝΑΛΑΓΗ(R2,R3)
−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 −2 0 1 0 −1

0 1 0 1 −2 2

0 5 1 −2 1 1





















(2)2 + R1−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 0 3 −4 3

0 1 0 1 −2 2

0 5 1 −2 1 1





















(−5)R2 + R3−−−−−−−−−−−−−−−−→





















1 0 0 3 −4 3

0 1 0 1 −2 2

0 0 1 −7 11 −9





















Τώρα που έχουµε µετασχηµατίσει το αριστερό µισό της 3 × 6 µήτρας στη I, απλά

εξετάζουµε το δεξί µισό της µήτρας για να δούµε ότι η αντίστροφη της A είναι

A−1
=





















3 −4 3

1 −2 2

−7 11 −9





















. ◗

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Κανονικά, δεν γνωρίζουµε εκ των προτέρων αν µια δεδοµένη τετραγω-

νική µήτρα είναι αντιστρέψιµη ή όχι. Για να το ϐρούµε, προσπαθούµε να εκτελέσουµε

τη διαδικασία του Παραδείγµατος 7. Αν καταφέρουµε να µετασχηµατίσουµε την A

στην I, τότε η A είναι αντιστρέψιµη και έτσι ϐρίσκουµε την A−1. ∆ιαφορετικά—αν,

κάπου στην πορεία, εµφανιστεί στο αριστερό µέρος µια σειρά εξ ολοκλήρου µε µηδε-

νικές γραµµές — συµπεραίνουµε ότι η A δεν είναι γραµµοϊσοδύναµη µε την I, και

έτσι (από το Θεώρηµα 6) A δεν είναι αντιστρέψιµη. ◗

Εξισώσεις Μητρών

Σε κάποιες εφαρµογές, χρειάζεται να λύσουµε διαδοχικά και αρκετές ϕορές ένα σύστη-

µα Ax = b n εξισώσεων µε n αγνώστους— µε την ίδια n× n µήτρα συντελεστών A κάθε

ϕορά, αλλά µε διαφορετικό διάνυσµα σταθερών b1, b2, . . . , bk στο δεξί µέρος. ΄Ετσι

ϑέλουµε να ϐρούµε τα διανύσµατα λύσης x1, x2, . . . , xk τέτοια ώστε

Ax1 = b1, Ax2 = b2, . . . , Axk = bk. (17)

Από το 2ο Γεγονός στην αρχή αυτής της ενότητας,
[

Ax1 Ax2 · · · Axk

]

= A
[

x1 x2 · · · xk

]

.

΄Ετσι οι k εξισώσεις στη (17) είναι ισοδύναµες µε την εξίσωση µητρών

AX = B, (18)

όπου

X =
[

x1 x2 · · · xk

]

και B =
[

b1 b2 · · · bk

]

.

Αν η A είναι αντιστρέψιµη και γνωρίζουµε την A−1, µπορούµε να ϐρούµε την n × k

µήτρα των «αγνώστων» πολλαπλασιάζοντας κάθε όρο της Εξίσωσης (18) από αριστερά

µε A−1:

X = A−1B. (19)

Σηµειώστε ότι αυτή η εξίσωση είναι η γενίκευση της Εξίσωσης (13) του Θεωρήµατος

4. Αν k = 1, είναι πολλές ϕορές απλούστερο να λύσουµε το σύστηµα µε την µέθοδο

απαλοιφής του Gauss, αλλά όταν αναζητούµε περισσότερες λύσεις, µπορεί να είναι α-

πλούστερο αρχικά να ϐρούµε την A−1 και στην συνέχεια να εφαρµόσουµε την Εξίσωση

(19).
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8 Βρείτε µια 3 × 4 µήτρα X τέτοια ώστε





















4 3 2

5 6 3

3 5 2





















X =





















3 −1 2 6

7 4 1 5

5 2 4 1





















.

Λύση Η µήτρα των συντελεστών είναι η µήτρα A της οποίας την αντίστροφη ϐρήκαµε

στο Παράδειγµα 7, έτσι η Εξίσωση (19) δίνει

X = A−1B =





















3 −4 3

1 −2 2

−7 11 −9









































3 −1 2 6

7 4 1 5

5 2 4 1





















,

οπότε

X =





















−4 −13 14 1

−1 −5 8 −2

11 33 −39 4





















.

Κοιτώντας την τρίτη στήλη της B και X, για παράδειγµα, ϐλέπουµε ότι η λύση του

4x1 + 3x2 + 2x3 = 2

5x1 + 6x2 + 3x3 = 1

3x1 + 5x2 + 2x3 = 4

είναι x1 = 14, x2 = 8, x3 = −39. ◗

Μη Ιδιάζουσες Μήτρες

Το Θεώρηµα 6 µας λέει ότι µια τετραγωνική µήτρα A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο

αν είναι γραµµοϊσοδύναµη µε την ταυτοτική µήτρα I, και από το Θεώρηµα 4 στην

Ενότητα 8.3 έχουµε ότι αυτό είναι αληθές αν και µόνο αν το σύστηµα Ax = 0 έχει µόνο

την τετριµµένη λύση x = 0. Μια τετραγωνική µήτρα που έχει αυτές τις ισοδύναµες

ιδιότητες πολλές ϕορές ονοµάζεται µη ιδιάζουσα µήτρα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 7 Ιδιότητες Μη Ιδιάζουσας Μήτρας
Οι ακόλουθες ιδιότητες µιας n × n µήτρας A είναι ισοδύναµες.

η A είναι αντιστρέψιµη.

η A είναι γραµµοϊσοδυναµη µε την n × n ταυτοτική µήτρα I.

το Ax = 0 έχει µόνο την τετριµµένη λύση..

Για κάθε n-διάστατο διάνυσµα b, το σύστηµα Ax = b έχει µοναδική λύση.

Για κάθε n-διάστατο διάνυσµα b, το σύστηµα Ax = b είναι συµβιβαστό.

Απόδειξη Από τις παρατηρήσεις που προηγήθηκαν του Θεωρήµατος 7, γνωρίζουµε

ήδη ότι οι ιδιότητες (i), (ii), και (iii) είναι ισοδύναµες—αν µια A έχει µια από αυτές τις

ιδιότητες,τότε έχει και τις άλλες δύο. Μπορούµε, ως εκ τούτου, να ολοκληρώσουµε

την απόδειξη ϑεµελιώνοντας µια λογική αλυσίδα

(iii) ⇒ (iv)⇒ (v)⇒ (i).

∆ηλαδή, πρέπει να δείξουµε ότι αν η A έχει την ιδιότητα (iii), τότε έχει την ιδιότητα

(iv), και, παρόµοια, ότι η (iv) συνεπάγεται την (v) και ότι η (v) συνεπάγεται την(i). (iii)

⇒ (iv): Γνωρίζουµε ήδη ότι η (iii) συνεπάγεται την (i), και από το Θεώρηµα 4 έχουµε

ότι η (i) συνεπάγεται την (iv). ΄Ετσι, η (iii) συνεπάγεται την (iv). (iv) ⇒ (v): Αυτό είναι

προφανές, γιατί αν το σύστηµα Ax = b έχει µοναδική λύση, τότε ϑα έχει σίγουρα

µια λύση, και έτσι είναι συµβιβαστό. (v) ⇒ (i): Με δεδοµένο ότι το Ax = b είναι

συµβιβαστό για κάθε b, πρέπει να δείξουµε ότι η A είναι αντιστρέψιµη. ΄Εστω b = e j,

είναι το j διάνυσµα στήλη της ταυτοτικής µήτρας I. Τότε η Ax = e j δίνει ένα n-διάστατο

διάνυσµα x j τέτοιο ώστε

Ax j = e j. (20)
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΄Εστω ότι τα διανύσµατα x1, x2, . . . , xn µπορούν να προσδιορισθούν µε αυτό τον τρόπο

για j = 1, 2, . . . , n, και έστω ότι η B είναι µιαn × n µήτρα µε αυτά τα διανύσµατα ως

στήλες της :

B =
[

x1 x2 . . . xn

]

.

Τότε

AB = A
[

x1 x2 · · · xn

]

=

[

Ax1 Ax2 · · · Axn

]

=

[

e1 e2 · · · en

]

[απο την (20)].

Εποµένως, AB = I, και έτσι ϐρίσκουµε µια µήτρα B τέτοια ώστε AB = I.

Στην συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η B είναι αντιστρέψιµη αποδεικνύοντας ότι η

Bx = 0 έχει µόνο την τετριµµένη λύση [και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η ιδιότητα

(γ) συνεπάγεται την ιδιότητα (α)]. Αλλά αν η Bx = 0, τότε

A(Bx) = A0 = 0,

πράγµα που συνεπάγεται ότι Ix = 0 και έτσι ότι x = 0. ΄Αρα η B είναι πράγµατι

αντιστρέψιµη. Μπορούµε λοιπόν να πολλαπλασιάσουµε κάθε όρο της εξίσωσης AB =

I στο δεξί µέρος µε B−1 για να έχουµε

ABB−1
= IB−1

,

έτσι ώστε A = B−1. ΄Ετσι η A είναι η αντίστροφη µιας αντιστρέψιµης µήτρας, εποµένως

είναι και η ίδια αντιστρέψιµη. Αυτό µας λέει ότι η ιδιότητα (ε) συνεπάγεται την ιδιότητα

(α), και έτσι έχουµε ολοκληρώσει την απόδειξη. ◆

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 7 είναι αρκετά µακροσκελής, αλλά συνοψίζει το

µεγαλύτερο µέρος της ϐασικής ϑεωρίας του κεφαλαίου. Πράγµατι, αυτό το ϑεώρηµα

είναι ένα από τα κεντρικά ϑεωρήµατα της στοιχειώδους γραµµικής άλγεβρας, και

επανειληµµένα ϑα αναφερόµαστε σε αυτό στα επόµενα κεφάλαια.

8.5 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Στα Προβλήµατα 1 έως 8, εφαρµόστε αρχικά τους τύπους της (9)

για να ϐρείτε την A−1. Στην συνέχεια ϐρείτε την A−1 (όπως στο

Παράδειγµα 5) για να λύσετε το σύστηµα Ax = b.

1. A =

[

3 2

4 3

]

, b =

[

5

6

]

2. A =

[

3 7

2 5

]

, b =

[

−1

3

]

3. A =

[

6 7

5 6

]

, b =

[

2

−3

]

4. A =

[

5 12

7 17

]

, b =

[

5

5

]

5. A =

[

3 2

5 4

]

, b =

[

5

6

]

6. A =

[

4 7

3 6

]

, b =

[

10

5

]

7. A =

[

7 9

5 7

]

, b =

[

3

2

]

8. A =

[

8 15

5 10

]

, b =

[

7

3

]

Στα Προβλήµατα 9 έως 22, χρησιµοποιήστε τη µέθοδο του Παρα-

δείγµατος 7 για να ϐρείτε την αντίστροφη A−1 κάθε µήτρας A.

9.

[

5 6

4 5

]

10.

[

5 7

4 6

]

11.





















1 5 1

2 5 0

2 7 1





















12.





















1 3 2

2 8 3

3 10 6





















13.





















2 7 3

1 3 2

3 7 9





















14.





















3 5 6

2 4 3

2 3 5





















15.





















1 1 5

1 4 13

3 2 12





















16.





















1 −3 −3

−1 1 2

2 −3 −3





















17.





















1 −3 0

−1 2 −1

0 −2 2





















18.





















1 −2 2

3 0 1

1 −1 2





















19.





















1 4 3

1 4 5

2 5 1





















20.





















2 0 −1

1 0 3

1 1 1





















21.































0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 2 0

3 0 0 1































22.































4 0 1 1

3 1 3 1

0 1 2 0

3 2 4 1































Στα Προβλήµατα 23 έως 28, χρησιµοποιήστε τη µέθοδο του Πα-

ϱαδείγµατος 8 για να ϐρείτε µια µήτρα X τέτοια ώστε AX = B.

23. A =

[

4 3

5 4

]

, B =

[

1 3 −5

−1 −2 5

]

24. A =

[

7 6

8 7

]

, B =

[

2 0 4

0 5 −3

]
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25. A =





















1 4 1

2 8 3

2 7 4





















, B =





















1 0 3

0 2 2

−1 1 0





















26. A =





















1 5 1

2 1 −2

1 7 2





















, B =





















2 0 1

0 3 0

1 0 2





















27. A =





















1 −2 3

2 1 7

2 2 7





















, B =





















0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 1 0





















28. A =





















6 5 3

5 3 2

3 4 2





















, B =





















2 1 0 2

−1 3 5 0

1 1 0 5





















29. Επιβεβαιώστε τα τµήµατα (α) και (ϐ) του Θεωρήµατος 3.

30. Υποθέστε ότι οι A, B, και η C είναι αντιστρέψιµες µήτρες

του ίδιου µεγέθους. ∆είξτε ότι το γινόµενο ABC είναι αντι-

στρέψιµη µήτρα και ότι (ABC)−1
= C−1B−1A−1.

31. Υποθέστε ότι η A είναι µια αντιστρέψιµη µήτρα και ότι οι r

και s είναι αρνητικοί ακέραιοι. Αποδείξτε ότι ArAs
= Ar+s

και ότι (Ar)s
= Ars.

32. Αποδείξτε ότι η αν η A είναι µια αντιστρέψιµη µήτρα και

AB = AC, τότε B = C. Εποµένως οι αντιστρέψιµες µήτρες

µπορούν να απλοποιηθούν.

33. ΄Εστω A µια n × n µήτρα τέτοια ώστε Ax = x για κάθε n-

διάστατο διάνυσµα x. ∆είξτε ότι A = I.

34. ∆είξτε ότι µια διαγώνια µήτρα είναι αντιστρέψιµη αν και

µόνο αν κάθε διαγώνιο στοιχείο της δεν είναι µηδενικό . Σε

αυτή την περίπτωση, αναφέρετε συνοπτικά πως προκύπτει

η αντίστροφη µήτρα.

35. ΄Εστω A µια n × n µήτρα µε είτε µια γραµµή είτε µια στήλη

µε µηδενικά στοιχεία. ∆είξτε ότι A δεν είναι αντιστρέψιµη.

36. ∆είξτε ότι A =

[

a b

c d

]

δεν είναι αντιστρέψιµη αν ad−bc = 0.

37. Υποθέστε ότι ad − bc , 0 και η A−1 ορίζεται όπως στην Ε-

ξίσωση (9). Αποδείξτε απευθείας ότι AA−1
= A−1A = I.

38. ΄Εστω ότι η E είναι η στοιχειώδης µήτρα E1 του Παραδείγ-

µατος 6. Αν η A είναι µια µήτρα 2×2, δείξτε ότι το EA είναι

το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού της πρώτης γραµµής

της A µε το 3.

39. ΄Εστω ότι η E είναι η στοιχειώδης µήτρα E2 του Παραδείγ-

µατος 6 και υποθέστε ότι η A είναι µια µήτρα 3 × 3 . ∆είξτε

ότι το EA είναι το αποτέλεσµα της πρόσθεσης της πρώτη

γραµµή της A δύο ϕορές στην τρίτη γραµµή της.

40. ΄Εστω ότι η E είναι η στοιχειώδης µήτρα E3 του Παραδείγ-

µατος 6. ∆είξτε ότι η EA είναι το αποτέλεσµα της αντιµε-

τάθεσης των δύο πρώτων γραµµών της µήτρας A.

41. ∆είξτε ότι η i γραµµή του γινοµένου AB είναι AiB, όπου Ai

είναι η i γραµµή της µήτρας A.

42. Εφαρµόστε το αποτέλεσµα του Προβλήµατος 41 για να δε-

ίξετε ότι αν η B είναι µια m × n µήτρα και η I είναι η m ×m

ταυτοτική µήτρα, τότε IB = B.

43. Υποθέστε ότι οι µήτρες A και B είναι γραµµοϊσοδύνα-

µες. Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 5 για να αποδείξετε ότι

B = GA, όπου G είναι γινόµενο των στοιχειωδών µητρών.

44. ∆είξτε ότι κάθε αντιστρέψιµη µήτρα είναι γινόµενο στοιχειω-

δών µητρών.

45. Εξαγάγετε από την απόδειξη του Θεωρήµατος 7 µια αυτοτε-

λή απόδειξη για το εξής : Αν οι A και B είναι τετραγωνικές

µήτρες τέτοιες ώστε AB = I, τότε οι A και B είναι αντι-

στρέψιµες.

46. Συνάγετε από το αποτέλεσµα του Προβλήµατος 45 ότι αν οι

A και B είναι τετραγωνικές µήτρες των οποίων το γινόµε-

νο AB είναι αντιστρέψιµη µήτρα, τότε οι A και B είναι και

αυτές αντιστρέψιµες.
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8.5 Εφαρµογή Αυτοµατοποιηµένη Επίλυση Γραµµικών Συστηµάτων

Τα γραµµικά συστήµατα µε περισσότερες από δύο ή τρεις εξισώσεις είναι πιο σύνηθες

να λύνονται µε την ϐοήθεια αριθµοµηχανής ή υπολογιστή. Αν ένα γραµµικό σύστηµα

n×n είναι γραµµένο στην µορφή Ax = b, τότε χρειάζεται αρχικά να υπολογίσουµε την

αντίστροφη µήτρα A−1 και στην συνέχεια το γινόµενο x = A−1b. Υποθέστε ότι εισάγου-

µε µια n×n µήτρα A και το διάνυσµα στήλης b ( όπως είδαµε στην Εφαρµογή 8.2). Αν

η A είναι αντιστρέψιµη, τότε η αντίστροφη µήτρα A−1 υπολογίζεται χρησιµοποιώντας

την εντολή with(linalg): inverse(A) του Maple, την Inverse[A] του Mathematica ή την

inv(A) του Matlab. Κατά συνέπεια το διάνυσµα λύσης x υπολογίζεται στο Maple µε

την εντολή

with(linalg): x := multiply(inverse(A),b)·

ή µε την εντολή Mathematica

x = Inverse[A].b

ή µε την εντολή Matlab

x = inv(A)*b

Στο Σχήµα 8.5.2 ϐλέπουµε έναν παρόµοιο υπολογισµό από αριθµοµηχανή για το

ΣΧΗΜΑ 8.5.2 TI-89

επιλύοντας ένα γραμμικό σύστημα
Ax = b.

γραµµικό σύστηµα

3x1 − 2x2 + 7x3 + 5x4 = 505

2x1 + 4x2 − x3 + 6x4 = 435

5x1 + x2 + 7x3 − 3x4 = 286

4x1 − 6x2 − 8x3 + 9x4 = 445

µε τη λύση x1 = 59, x2 = 13, x3 = 17, x4 = 47.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Παρόλο που στις προηγούµενες εντολές ϐλέπουµε να χρησιµοποιο-

ύνται αντίστροφες µήτρες στην επίλυση γραµµικών συστηµάτων, ϑα πρέπει να ανα-

ϕέρουµε ότι τα σύγχρονα υπολογιστικά συστήµατα είναι εφοδιασµένα και µε άµεσες

µεθόδους—όπως της απαλοιφής του Gauss αλλά και ακόµα πιο εξελιγµένες τεχνικές—

οι οποίες είναι πιο αποτελεσµατικές και αριθµητικά αξιόπιστες για την επίλυση ενός

γραµµικού συστήµατος Ax = b χωρίς πρώτα να υπολογίζουµε την αντίστροφη µήτρα

A−1. ◗

Χρησιµοποιήστε µια αριθµοµηχανή ή έναν υπολογιστή για να λύσετε τα γραµ-

µικά συστήµατα των Προβληµάτων 1 έως 6 της Εφαρµογής 83. Τα παρακάτω εφαρ-

µοσµένα προβλήµατά είναι στοιχειώδη— για την ακρίβεια µοιάζουν µε προβλήµατα

σχολικής άλγεβρας—αλλά µπορούν να δείξουν την πρακτική εφαρµογή των αυτοµα-

τοποιηµένων λύσεων.

1.Καθώς περπατάτε, εντοπίζετε στο πεζοδρόµιο µια µικρή αλλά ϐαριά δερµάτινη

τσάντα. Αποδεικνύεται ότι περιέχει χρυσά νοµίσµατα ΗΠΑ των εξής ειδών :

• Χρυσά νοµίσµατα µισής ουγγιάς αξίας $285 το καθένα,

• Χρυσά νοµίσµατα ενός τετάρτου της ουγγιάς αξίας $150 το καθένα, και

• Χρυσά νοµίσµατα ενός δεκάτου της ουγγιάς αξίας $70 το καθένα,

Μια τραπεζική απόδειξη που ϐρέθηκε στην τσάντα πιστοποιεί ότι αυτή περιέχει

258 τέτοια νοµίσµατα µε συνολικό ϐάρος 67 ουγγιές, συνολικής αξίας $ 40 ,

145. Πόσα κέρµατα κάθε είδους υπάρχουν ;

2.Τώρα πραγµατικά την κάνατε λαχείο ! Βρήκατε µια τσάντα που περιέχει χρυσά

νοµίσµατα ΗΠΑ της µιας ουγγιάς αξίας $ 550 το καθένα, µαζί µε νοµίσµατα

µισής ουγγιάς και ενός τετάρτου της ουγγιάς τα οποία αποτιµώνται όπως και στο

προηγούµενο πρόβληµα. Εάν αυτή η τσάντα περιέχει συνολικά 365 νοµίσµατα,

µε συνολικό ϐάρος ακριβώς £ 11 , συνολικής αξίας $ 100 , 130, πόσα χρυσά

νοµίσµατα κάθε είδους υπάρχουν ;
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3.΄Ενας πελάτης παραγγέλνει 81 γαλόνια µπογιάς που να αποτελείται από ίσες

ποσότητες κόκκινου, πράσινου και µπλε χρώµατος — και, ως εκ τούτου, ϑα µπο-

ϱούσε να παρασκευαστεί αναµιγνύοντας 27 γαλόνια από κάθε χρώµα. Ωστόσο,

το κατάστηµα επιθυµεί να προετοιµάσει την παραγγελία αναµιγνύοντας τρεις

τύπους µπογιάς οι οποίοι είναι ήδη διαθέσιµοι σε µεγάλες ποσότητες :

• µια κοκκινωπή µπογιά που αποτελείται από 50% κόκκινο, 25% πράσινο,

και 25% µπλε,

• µια πρασινωπή µπογιά που αποτελείται από 12.5% κόκκινο, 75% πράσινο,

και 12.5% µπλε και

• µια γαλαζωπή µπογιά που αποτελείται από 20% κόκκινο, 20% πράσινο,

και 60% µπλε.

Πόσα γαλόνια από κάθε µπογιά απαιτούνται για να προετοιµαστεί η παραγγελία

του πελάτη·

4.Τώρα το χρωµατοπωλείο λαµβάνει µια πραγµατικά µεγάλη παραγγελία — για

244 γαλόνια µπογιάς που να αποτελείται από 1/2 κόκκινο χρώµα, 1/ 4 πράσινο

και 1/ 4 µπλε χρώµα. Το κατάστηµα διαθέτει σε µεγάλες ποσότητες τρεις τύπους

µπογιάς οι οποίοι έχουν ήδη αναµειχθεί— την πρασινωπή και τη γαλαζωπή µπο-

γιά του προηγούµενου προβλήµατος, καθώς και µια κοκκινωπή µπογιά η οποία

αποτελείται από 03.02 κόκκινο χρώµα, 1/ 6 πράσινο χρώµα, και 1 / 6 µπλε

χρώµα. Πόσα γαλόνια από κάθε µπογιά πρέπει να αναµιχθούν προκειµένου να

καλυφθεί η παραγγελία ;

5.΄Ενα γκρουπ 45 ατόµων παρακολούθησε δύο περιηγήσεις µε λεωφορείο σε ϑε-

µατικά πάρκα της Φλόριντα σε διαδοχικές ηµέρες. Την 1η ηµέρα η είσοδος ήταν

$ 15 ανά ενήλικα, $ 8 ανά παιδί, $ 12 ανά άτοµο τρίτης ηλικίας και το συνολικό

κόστος ανήλθε σε $558 δολάρια. Τη 2η ηµέρα η είσοδος ήταν $ 20 ανά ενήλι-

κα, $ 12 ανά παιδί και $ 17 ανά άτοµο τρίτης ηλικίας και το συνολικό κόστος

ανήλθε σε $771 δολάρια. Πόσοι ενήλικες, παιδιά και ηλικιωµένοι ήταν σε αυτό

το γκρουπ;

6.Για κάποιον τρελό λόγο, τα γεύµατα που αγοράστηκαν στο πρώτο ϑεµατικό πάρ-

κο υπολογίστηκαν ξεχωριστά για τους ενήλικες, τα παιδιά και τους ηλικιωµένους.

Οι ενήλικες παρήγγειλαν 34 χοτ ντογκ, 15 τηγανητές πατάτες και 24 αναψυκτι-

κά κάνοντας συνολικό λογαριασµό $ 70.85. Τα παιδιά παρήγγειλαν 20 χοτ

ντογκ, 14 τηγανιτές πατάτες και 15 αναψυκτικά κάνοντας συνολικό λογαριασµό

$ 46.65. Οι ηλικιωµένοι παρήγγειλαν 11 χοτ ντογκ, 10 τηγανιτές πατάτες, και

12 αναψυκτικά και έκαναν συνολικό λογαριασµό$ 30.05. Ποιες ήταν οι τιµές

του χοτ ντογκ, της µερίδας τηγανητές πατάτες και του αναψυκτικού ;

7.΄Ενα εστιατόριο fastfood πουλάει τέσσερα είδη σάντουιτς — χάµπουργκερ, τσίζ-

µπεργκερ, µε ϐοδινό και µε κοτόπουλο — και έχει τέσσερις ταµειακές µηχανές.

Στο τέλος κάθε ηµέρας, κάθε ταµειακή µηχανή λογαριάζει τον αριθµό κάθε

τύπου σάντουιτς που πωλήθηκε και τα συνολικά έσοδα από σάντουιτς για την

ηµέρα. Οι τέσσερις ταµίες δουλεύουν µε διαφορετικές ταχύτητες, και τα σύνολα

µιας ηµέρας είχαν ως εξής :

Χάµπουργκερ Τσίζµπεργκερ Βοδινό Κοτόπουλο Απόδειξη

Ταµείο 1 37 44 17 23 $232.99

Ταµείο 2 28 35 13 17 $178.97

Ταµείο 3 32 39 19 21 $215.99

Ταµείο 4 47 51 25 29 $294.38

Ποια ήταν η τιµή του καθενός από τα τέσσερα είδη σάντουιτς ;

8.Το εστιατόριο του προηγούµενου προβλήµατος προσθέτει ένα σάντουιτς Ϲαµπόν

στο µενού και, λόγω της αυξηµένης κίνησης, προσθέτει και µια πέµπτη ταµειακή

µηχανή και µειώνει τις τιµές. Μετά από αυτή την επέκταση, τα σύνολα µίας

ηµέρας ήταν ως ακολούθως :
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Χάµπουργκερ Τσίζµεπργκερ Βοδινό Κοτόπουλο Ζαµπόν Απόδειξη

Ταµείο 1 41 49 22 26 19 $292.79

Ταµείο 2 34 39 18 20 16 $236.73

Ταµείο 3 36 43 23 24 18 $270.70

Ταµείο 4 49 52 26 31 24 $340.19

Ταµείο 5 52 55 24 28 25 $341.64

Ποιες ήταν οι νέες τιµές των πέντε τύπων σάντουιτς ;

8.6 Ορίζουσες

Στο Θεώρηµα 2 της Ενότητας 8.5 είδαµε ότι µια 2 × 2 µήτρα

A =

[

a b

c d

]

είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν ad−bc , 0. Ο αριθµός ad−bc ονοµάζετε ορίζουσα

µιας 2 × 2 µήτρας A. Υπάρχουν αρκετοί συµβολισµοί για τις ορίζουσες :

det A = det

[

a b

c d

]

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ad − bc. (1)

Ειδικότερα, σηµειώστε ότι οι κάθετες γραµµές είναι αυτές που διαφοροποιούν τις

ορίζουσες από τις µήτρες. Ορισµένες ϕορές γράφουµε det(A) για να τονίσουµε η (1)

είναι µια συνάρτηση που συνδέει έναν αριθµό |A| για κάθε µια 2 × 2 µήτρα A.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 7

4 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3)(−6) − (4)(7) = −46 ◗

Οι ορίζουσες συχνά χρησιµοποιούνται στην στοιχειώδη άλγεβρα για να επιλύσου-

µε ένα σύστηµα 2 × 2 της µορφής

a11x + a12y = b1

a21x + a22y = b2.
(2)

Από τα Θεωρήµατα 2 και 7 της Ενότητας 8.5 προκύπτει ότι το σύστηµα έχει µοναδική

λύση αν και µόνο αν η ορίζουσα των συντελεστών—δηλαδή η ορίζουσα της µήτρας

A των συντελεστών—δεν είναι µηδέν :

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, 0. (3)

Τότε, ο κανόνας του Cramer µας λέει ότι αυτή η µοναδική λύση δίνεται από

x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12

b2 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1

a21 b2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4)

΄Ετσι ο κανόνας του Cramer µας δίνει κάθε ένα από τα x και y ως το πηλίκο δύο

οριζουσών, όπου ο παρανοµαστής είναι η ορίζουσα της µήτρας των συντελεστών. Στον

αριθµητή για το x οι συντελεστές a11 και a21 του x αντικαθίστανται από τους συντελε-

στές b1 και b2, ενώ στον αριθµητή για το y οι συντελεστές του y αντικαθίστανται από

τους συντελεστές b1 και b2. Η απόδειξη του κανόνα του Cramer προκύπτει µε απλούς

υπολογισµούς.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Cramer για να λύσουµε το σύστη-

µα

7x + 8y = 5

6x + 9y = 4

µε ορίζουσα των συντελεστών την

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 8

6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 15,

απλά αντικαθιστούµε στην εξίσωση (4) και έχουµε

x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 8

4 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

15
=

13

15
, y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 5

6 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

15
= − 2

15
. ◗

Ορίζουσες Ανωτέρας Τάξης

Ορίζουµε 3×3 ορίζουσες συναρτήσει 2×2 οριζουσών, 4×4 ορίζουσες συναρτήσει 3×3

οριζουσών, κ.ο.κ. Αυτός ο τύπος του ορισµού—ενός µεγέθους την ϕορά, µε τον ορι-

σµό κάθε µεγέθους να εξαρτάται από ένα µικρότερο µέγεθος—ονοµάζεται επαγωγικός

ορισµός.

Η ορίζουσα det A = |ai j| µιας 3 × 3 µήτρας A =
[

ai j

]

ορίζεται ως εξής :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− a12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23

a31 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a13

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22

a31 a32

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (5)

Σηµειώστε το µοναδικό αρνητικό πρόσηµο στη δεξιά πλευρά. Οι τρεις 2 × 2 ορίζουσες

στην (5) πολλαπλασιάζονται µε τα στοιχεία a11, a12 και a13 κατά µήκος της πρώτης

γραµµής της µήτρας A. Κάθε ένα από αυτά τα στοιχεία a1 j πολλαπλασιάζεται µε την

ορίζουσα της 2× 2 υποµήτρας της A που αποµένει αφού διαγραφούν η γραµµή και η

στήλη που περιέχουν το στοιχείο a1 j.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −2 −3

4 0 1

3 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (5)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1

−1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− (−2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 1

3 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 0

3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (5)(1) + (2)(5) − (3)(−4) = 27 ◗

Ο ορισµός των οριζουσών ανωτέρας τάξης απλοποιείται µε την χρήση της ορολο-

γίας και των συµβολισµών που ακολουθούν.

ΟΡΙΣΜΟΣ Ελάσσονες Ορίζουσες και Συμπαράγοντες
΄Εστω A =

[

ai j

]

µια n×n µήτρα. Η ĳ ελάσσων της A (επίσης ονοµάζεται και ελάσ-

σων του ai j) είναι η ορίζουσα Mi j µιας (n−1)×(n−1) υποµήτρας η οποία προκύπτει

αφού διαγράψουµε την i γραµµή και την j στήλη της A. Η ĳ συµπαράγουσα Ai j

της A (ή η συµπαράγουσα του ai j) ορίζεται να είναι

Ai j = (−1)i+ jMi j. (6)

Για παράδειγµα, η ελάσσων του a12 σε µια 3 × 3 µήτρα είναι

M12 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23

a31 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Η ελάσσων του a32 σε µια 4 × 4 µήτρα είναι

M32 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a13 a14

a21 a23 a24

a41 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Σύµφωνα µε την Εξίσωση (6), η συµπαράγουσα Ai j προκύπτει προσαρτώντας το

πρόσηµο (−1)i+ j στην ελάσσονα υποορίζουσα Mi j. Αυτό το πρόσηµο είναι εύκολο να

το ϑυµάστε ως εκείνο που εµφανίζεται στην ĳ ϑέση σε συστοιχίες όπως





















+ − +

− + −
+ − +





















και





























+ − + −
− + − +

+ − + −
− + − +





























.

Σηµειώστε ότι το ϑετικό πρόσηµο εµφανίζεται πάντα στην επάνω αριστερή γωνία και

ότι τα πρόσηµα εναλλάσσονται οριζόντια και κάθετα. Στην περίπτωση 4 × 4 για πα-

ϱάδειγµα,είναι

A11 = +M11, A12 = −M12, A13 = +M13, A14 = −M14,

A21 = −M21, A22 = +M22, A23 = −M23, A24 = +M24,

και ούτω καθεξής.

Με χρήση αυτού του συµβολισµού, ο ορισµός της 3×3 ορίζουσας στην (5) µπορεί

να γραφεί

det A = a11M11 − a12M12 + a13M13

= a11A11 + a12A12 + a13A13.
(7)

Ο τελευταίος τύπος είναι το ανάπτυγµα συµπαραγουσών της det A ως προς την πρώτη

γραµµή της A. Η ϕυσιολογική του γενίκευση δίνει τον ορισµό της ορίζουσας µιας n×n

µήτρας, υπό την επαγωγική υπόθεση ότι οι (n − 1) × (n − 1) ορίζουσες έχουν ήδη

ορισθεί.

ΟΡΙΣΜΟΣ n × n Ορίζουσες
Η ορίζουσα det A = |ai j| µιας n × n µήτρας A =

[

ai j

]

ορίζεται ως εξής

det A = a11A11 + a12A12 + · · · + a1nA1n. (8)

΄Ετσι πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο της πρώτης γραµµής της A µε την συµ-

παράγουσα της και στη συνέχεια προσθέτουµε τα n γινόµενα για να ϐρούµε την

det A.

Στους αριθµητικούς υπολογισµούς, είναι συνήθως πιο ϐολικό να εργαζόµαστε

πρώτα µε τις ελάσσονες ορίζουσες παρά µε τις συµπαράγουσες και στην συνέχεια να

προσαρτούµε το κατάλληλο πρόσηµο σύµφωνα µε τους κανόνες που δείξαµε προη-

γουµένως. Σηµειώστε ότι οι ορίζουσες έχουν ορισθεί µόνο για τετραγωνικές µήτρες.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Για να υπολογίσουµε την ορίζουσα

A =





























2 0 0 −3

0 −1 0 0

7 4 3 5

−6 2 2 4





























,

παρατηρούµε ότι υπάρχουν µόνο δύο µη µηδενικοί όροι για τον υπολογισµό των

συµπαραγουσών κατά µήκος της πρώτης γραµµής. ∆εν χρειάζεται να υπολογίσουµε

τους συµπαράγοντες για τα µηδενικά, διότι ϑα πολλαπλασιάζονται µε το µηδέν στον

υπολογισµό της ορίζουσας. Ως εκ τούτου

det A = +(2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 0 0

4 3 5

2 2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− (−3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 −1 0

7 4 3

−6 2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Κάθε µια από τις 3 × 3 ορίζουσες στο δεξί µέρος έχει έναν µόνο µη µηδενικό όρο και

έτσι το ανάπτυγµα της συµπαράγουσας ως προς την πρώτη γραµµή ϑα είναι

det A = (2)(−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 5

2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (3)(+1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 3

−6 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−2)(12 − 10) + (3)(14 + 18) = 92. ◗

Σηµειώστε ότι, αν µπορούσαµε να αναπτύξουµε και ως προς την δεύτερη γραµµή

στο Παράδειγµα 4, ϑα είχαµε µία µόνο 3 × 3 ορίζουσα να υπολογίσουµε. Ισχύει

πράγµατι ότι µια ορίζουσα µπορεί να αναπτυχθεί κατά µήκος οποιασδήποτε γραµµής ή

στήλης. Η απόδειξη του επόµενου ϑεωρήµατος παρουσιάζεται στην επόµενη Ενότητα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Ανάπτυγμα Συμπαραγόντων Ορίζουσας
Η ορίζουσα µιας n × n µήτρας A =

[

ai j

]

µπορεί να προσδιορισθεί κατά µήκος

οποιασδήποτε γραµµής ή στήλης. Το ανάπτυγµα των συµπαραγουσών κατά µήκος

της i γραµµής είναι

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin. (9)

Το ανάπτυγµα των συµπαραγουσών κατά µήκος της j στήλης είναι

det A = a1 jA1 j + a2 jA2 j + · · · + an jAn j. (10)

Οι τύποι (9) και (10) µας δίνουν τα 2n διαφορετικά αναπτύγµατα συµπαραγου-

σών µιας n × n ορίζουσας. Για n = 3, για παράδειγµα, έχουµε

det A = a11A11 + a12A12 + a13A13

= a21A21 + a22A22 + a23A23



















ανάπτυγµα γραµµών

= a31A31 + a32A32 + a33A33

= a11A11 + a21A21 + a31A31

= a12A12 + a22A22 + a32A32



















ανάπτυγµα στηλών

= a13A13 + a23A23 + a33A33.

Σε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα, µπορούµε ϕυσικά να προσπαθήσουµε να επιλέξου-

µε το ανάπτυγµα που απαιτεί την ελάχιστη υπολογιστική εργασία.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Για να υπολογίσουµε την ορίζουσα

A =





















7 6 0

9 −3 2

4 5 0





















,

αναπτύσσουµε ως προς την τρίτη στήλη, επειδή έχει µια µόνο µη µηδενική τιµή. ΄Ετσι

det A = −(2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 6

4 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−2)(35 − 24) = −22. ◗

Εκτός του ότι µας παρέχει τρόπους υπολογισµού των οριζουσών, το ϑεώρηµα

για το Ανάπτυγµα Συµπαραγόντων Ορίζουσας είναι ένα πολύτιµο εργαλείο για τη

διερεύνηση των γενικών ιδιοτήτων των οριζουσών. Για παράδειγµα, προκύπτει άµεσα

από τους τύπους (9) και (10) ότι, αν η τετραγωνική µήτρα A περιέχει είτε µια γραµµή

είτε µια στήλη µόνο µε µηδενικά, τότε det A = 0. Για παράδειγµα, αναπτύσσοντας κατά

µήκος της δεύτερης γραµµής ϐλέπουµε απευθείας ότι

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

17 33 −24

0 0 0

80 −62 41

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Ιδιότητες Γραμμών και Στηλών

Τώρα ϑα παραθέσουµε επτά ιδιότητες των οριζουσών οι οποίες απλοποιούν τον υπο-

λογισµό τους. Κάθε µια από αυτές τις ιδιότητες µπορεί να επαληθευτεί άµεσα στην

περίπτωση των οριζουσών 2 × 2 . ΄Οπως ακριβώς ο ορισµός µας των n × n οριζουσών

ήταν επαγωγικός, έτσι και οι ακόλουθες Ιδιότητες 1 έως 7 αποδεικνύονται επαγωγι-

κά. ΄Ετσι, υποθέτουµε ότι n ≥ 3 και ότι οι ιδιότητες αυτές έχουν ήδη αποδειχθεί για

ορίζουσες (n − 1) × (n − 1) .

Ιδιότητα 1: Αν η n × n µήτρα B προκύπτει από την A µε πολλαπλασιασµό µιας

γραµµής (ή στήλης) της A µε την σταθερά k, τότε det B = k det A.

Για παράδειγµα, αν η i γραµµή της A πολλαπλασιάζεται µε k, τότε τα στοιχεία

εκατέρωθεν της i γραµµής της A δεν αλλάζουν. ΄Ετσι για κάθε j = 1, 2, . . . , n, οι ĳ

συµπαράγουσες της A και B είναι ίσες : Ai j = Bi j. Εποµένως, το ανάπτυγµα της B

κατά µήκος της i γραµµής είναι

det B = (kai1)Bi1 + (kai2)Bi2 + · · · + (kain)Bin

= k(ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin),

και έτσι det B = k det A. Από την ιδιότητα 1 προκύπτει άπλα ότι µια σταθερά µπορεί

να ϐγει κοινός παράγοντας από µια γραµµή ή στήλη της ορίζουσας. ΄Ετσι ϐλέπουµε

ότι
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 15 −17

−2 9 6

5 −12 10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 5 −17

−2 3 6

5 −4 10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ϐγάζοντας κοινό παράγοντα το 3 από την δεύτερη στήλη.

Ιδιότητα 2: Αν η n×n µήτρα B προκύπτει από την A αντιµεταθέτοντας δύο γραµµές

(ή δύο στήλες), τότε det B = − det A.

Για να το αποδείξουµε, υποθέστε (για παράδειγµα) ότι η πρώτη γραµµή δεν

είναι µια από τις δύο που αντιµετατίθενται (ϑυµηθείτε ότι n ≥ 3). Τότε για κάθε

ένα από τα j = 1, 2, . . . , n, η συµπαράγουσα B1 j προσδιορίζεται αντιµεταθέτοντας δύο

γραµµές της συµπαράγουσας A1 j. ΄Ετσι, B1 j = −A1 j από την Ιδιότητα 2 των οριζουσών

(n − 1) × (n − 1). Επειδή, b1 j = a1 j για κάθε j, έπεται αναπτύσσοντας κατά µήκος της

πρώτης γραµµής ότι

det B = b11B11 + b12B12 + · · · + b1nB1n

= a11(−A11) + a12(−A12) + · · · + a1n(−A1n)

= −(a11A11 + a12A12 + · · · + a1nA1n),

και έτσι det B = − det A.

Ιδιότητα 3: Αν δύο γραµµές (ή δύο στήλες) µιας n × n µήτρας A είναι ίδιες, τότε

det A = 0.

Για να το αποδείξουµε, έστω B η µήτρα που προσδιορίζεται αντιµεταθέτοντας τις

δύο ταυτοτικές γραµµές της A. Τότε B = A, έτσι det B = det A. Αλλά από την Ιδιότητα

2 έχουµε ότι det B = − det A. ΄Ετσι det A = − det A, και έπεται άµεσα ότι det A = 0.

Ιδιότητα 4: Υποθέστε ότι οι n × n µήτρες A1, A2, και B είναι ίδιες εκτός από την

i γραµµή–δηλαδή, οι άλλες n − 1 γραµµές των τριών µητρών είναι ίδιες—και ότι η i

γραµµή της B είναι το άθροισµα των i γραµµών των A1 και A2. Τότε

det B = det A1 + det A2.

Αυτό το αποτέλεσµα ισχύει επίσης και για στήλες.

Η Ιδιότητα 4 αποδεικνύεται απευθείας αναπτύσσοντας την B κατά µήκος της

i σειράς της. Στο Πρόβληµα 45 σας Ϲητείται να δώσετε λεπτοµέρειες µιας τυπικής

περίπτωσης τέτοιου είδους. Η σπουδαιότητα (στο σηµείο αυτό) της Ιδιότητας 4 είναι

ότι από αυτήν προκύπτει η ακόλουθη ιδιότητα σχετικά µε τις ορίζουσες και τους

στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών.
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Ιδιότητα 5: Αν µια n× n µήτρα B προκύπτει από την πρόσθεση ενός πολλαπλάσιου

µιας γραµµής ( ή µιας στήλης) της A σε µια άλλη γραµµή (ή στήλη) της A, τότε

det B = det A.

Εποµένως η τιµή µιας ορίζουσας δεν διαφοροποιείται ούτε από τον στοιχειώδη

µετασχηµατισµό γραµµών ούτε από τον αντίστοιχο µετασχηµατισµό στήλης. Στον

ακόλουθο υπολογισµό µε µήτρες 3 × 3 περιγράφεται η γενική απόδειξη της Ιδιότητας

5. ΄Εστω

A =





















a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33





















και B =





















a11 a12 a13 + ka11

a21 a22 a23 + ka21

a31 a32 a33 + ka31





















.

Εποµένως η B είναι το αποτέλεσµα της πρόσθεσης k ϕορών της πρώτης στήλης της A

στην τρίτη της στήλη. Τότε

det B =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 + ka11

a21 a22 a23 + ka21

a31 a32 a33 + ka31

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(11)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a11

a21 a22 a21

a31 a32 a31

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Εδώ εφαρµόζουµε πρώτα την Ιδιότητα 4 και στη συνέχεια ϐγάζουµε κοινό παράγοντα

το k από τον δεύτερο όρο του αθροίσµατος µε τη ϐοήθεια της Ιδιότητας 1. Τώρα η

πρώτη ορίζουσα από τα δεξιά στην (11) είναι απλά det A, ενώ η δεύτερη ορίζουσα

είναι µηδέν (από την Ιδιότητα 3—η πρώτη και η τρίτη στήλη της είναι ίδιες). ∆είξαµε,

εποµένως, ότι det B = det A.

Παρόλο που χρησιµοποιούµε µόνο στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών

για να µετασχηµατίσουµε µια µήτρα σε κλιµακωτή µορφή, από τις Ιδιότητες 1, 2, και 5

προκύπτει ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τόσο στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς

γραµµών όσο και ανάλογους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στηλών προκειµένου να

απλοποιήσουµε τον υπολογισµό των οριζουσών.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Η µήτρα

A =





















2 −3 −4

−1 4 2

3 10 1





















δεν έχει µηδενικά στοιχεία ώστε να απλοποιείται ο υπολογισµός της ορίζουσας της

χωρίς να επέµβουµε. Παρατηρούµε ωστόσο ότι µπορούµε να «εξαφανίσουµε» τα δύο

πρώτα στοιχεία της τρίτης στήλης προσθέτοντας δύο ϕορές την πρώτη στήλη στην τρίτη

στήλη. Από αυτό έχουµε

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 −4

−1 4 2

3 10 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 0

−1 4 0

3 10 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (+7)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3

−1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 35.

Το ηθικό δίδαγµα από το παράδειγµα είναι το εξής : Υπολογίστε τις ορίζουσες µε µάτια

ανοιχτά. ◗

Μια άνω τριγωνική µήτρα είναι µια τετραγωνική µήτρα η οποία έχει µόνο

µηδενικά κάτω από την κύρια διαγώνιο της. Μια κάτω τριγωνική µήτρα είναι µια

τετραγωνική µήτρα η οποία έχει µόνο µηδενικά πάνω από την κύρια διαγώνιο της.

Μια τριγωνική µήτρα είναι είτε άνω τριγωνική είτε κάτω τριγωνική, και άρα ϕαίνεται

κάπως έτσι :




















1 6 10

0 5 8

0 0 7





















ή





















1 0 0

3 7 0

4 6 5





















.

Η ιδιότητα που ακολουθεί µας λέει ότι οι ορίζουσες τριγωνικών µητρών είναι ιδιαιτέρως

εύκολο να υπολογιστούν.
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Ιδιότητα 6: Η ορίζουσα µιας τριγωνικής µήτρας ισούται µε το γινόµενο των διαγωνίων

στοιχείων της.

Το παραπάνω ισχύει διότι µπορούµε να υπολογίσουµε την ορίζουσα οποιασ-

δήποτε τριγωνικής µήτρας ως ακολούθως :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 11 9 2

0 −2 8 −6

0 0 5 17

0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 8 −6

0 5 17

0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3)(−2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 17

0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3)(−2)(5)(−4) = 120.

Σε κάθε ϐήµα, αναπτύσσουµε κατά µήκος της πρώτης στήλης και διαλέγουµε κάποιο

άλλο διαγώνιο στοιχείο ως παράγοντα της ορίζουσας.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Για να υπολογίσουµε
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 3

−2 1 5

4 −2 10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

προσθέτουµε πρώτα την πρώτη γραµµή στη δεύτερη και στη συνέχεια αφαιρούµε δύο

ϕορές την πρώτη γραµµή από την τρίτη. Από αυτό προκύπτει
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 3

−2 1 5

4 −2 10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 3

0 0 8

0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

επειδή έχουµε µια τριγωνική µήτρα µε ένα µηδενικό στην κύρια διαγώνιο της. (Μπο-

ϱείτε να ϐρείτε έναν ακόµα πιο γρήγορο τρόπο ; Κρατείστε τα µάτια σας ανοιχτά !)

◗

Ανάστροφη Μήτρα

Η ανάστροφη µήτρα AT µιας 2 × 2 µήτρας A προκύπτει από την αναστροφή των

στοιχείων εκατέρωθεν της διαγωνίου της :

Αν A =

[

a b

c d

]

τότε AT
=

[

a c

b d

]

. (12)

Γενικότερα, η ανάστροφη της m×n µήτρας A =
[

ai j

]

είναι η n×m µήτρα AT η οποία

ορίζεται από

AT
=

[

a ji

]

. (13)

Παρατηρήστε την αντιστροφή των δεικτών. Αυτό σηµαίνει ότι το στοιχείο της AT στην

σειρά j και τη στήλη i είναι το στοιχείο της A στην σειρά i και στη στήλη j της A. ΄Ετσι

οι σειρές της ανάστροφης µήτρας AT είναι στην πραγµατικότητα οι στήλες της A, και

οι στήλες της AT είναι οι σειρές της A. Εποµένως, η ανάστροφη µήτρα AT προκύπτει

µετατρέποντας τις σειρές της A σε στήλες. Για παράδειγµα,

[

2 0 5

4 −1 7

]T

=





















2 4

0 −1

5 7





















και




















7 −2 6

1 2 3

5 0 4





















T

=





















7 1 5

−2 2 0

6 3 4





















.

Αν η µήτρα A είναι τετράγωνη, τότε η ανάστροφη AT προκύπτει αντιστρέφοντας τα

στοιχεία της A που ϐρίσκονται συµµετρικά της κύριας διαγωνίου. Εποµένως η AT

είναι η αντανάκλαση της A διαµέσου της κύριας διαγωνίου της.

Στα Προβλήµατα 47 και 48 Ϲητάµε να επιβεβαιώσετε τις ακόλουθες ιδιότητες

για τη διαδικασία της αναστροφής (υπό από την υπόθεση ότι A και B είναι µήτρες

κατάλληλου µεγέθους και c είναι αριθµός):
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(i)(AT )T
= A,

(ii)(A + B)T
= AT

+ BT ,

(iii)(cA)T
= cAT ,

(iv)(AB)T
= BT AT .

Ιδιότητα 7: Αν A είναι µια τετραγωνική µήτρα, τότε det(AT ) = det A.

Αυτή η ιδιότητα των οριζουσών µπορεί να επαληθευτεί γράφοντας το ανάπτυγµα

της συµπαράγουσας της det A κατά µήκος της πρώτης της σειράς και το ανάπτυγµα

της συµπαράγουσας της det(AT ) κατά µήκος της πρώτης της στήλης. ΄Οταν αυτό

ολοκληρωθεί, ϐλέπουµε ότι τα δύο αναπτύγµατα είναι όµοια, επειδή οι σειρές της A

είναι οι στήλες της AT (όπως στο Πρόβληµα 49).

Ορίζουσες και Αντιστρεψιμότητα

Ξεκινήσαµε αυτή την ενότητα µε την παρατήρηση ότι µια 2 × 2 µήτρα A είναι αντι-

στρέψιµη αν και µόνο αν η ορίζουσά της είναι µη µηδενική: |A| , 0. Το αποτέλεσµα

αυτό ισχύει γενικότερα για µήτρες n × n.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 Ορίζουσες και Αντιστρεψιμότητα
Μια n × n µήτρα A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν det A , 0.

Αυτό το ϑεώρηµα (µαζί µε τα άλλα αυτής της Ενότητας) ϑα αποδειχθούν στην

επόµενη Ενότητα. ΄Ετσι τώρα µπορούµε να προσθέσουµε στη λίστα των ισοδύναµων

ιδιοτήτων ιδιάζουσας µήτρας που διατυπώσαµε στο Θεώρηµα 7 της Ενότητας 8.5 την

ιδιότητα ότι det A , 0. Πράγµατι, κάποια ϐιβλία ορίζουν ότι µια τετραγωνική µήτρα A

είναι ιδιάζουσα αν και µόνο αν det A , 0.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8 Σύµφωνα µε το Πρόβληµα 61, η ορίζουσα της µήτρας

V =





















1 a a2

1 b b2

1 c c2





















είναι

|V| = (b − a)(c − a)(c − b).

Σηµειώστε ότι |V| , 0 αν και µόνο αν οι τρεις αριθµοί a, b, και c είναι διαφορετικοί

µεταξύ τους. Προκύπτει λοιπόν από το Θεώρηµα 2 ότι η V είναι αντιστρέψιµη αν και

µόνο αν οι a, b, και c είναι διαφορετικοί αριθµοί. Για παράδειγµα, για a = −2, b = 3,

και c = −4 ϐλέπουµε ότι η µήτρα




















1 −2 4

1 3 9

1 −4 16





















είναι αντιστρέψιµη. ◗

Η σύνδεση µεταξύ των µη µηδενικών οριζουσών και της αναστροφής της µήτρας

σχετίζεται άµεσα µε το γεγονός ότι η συνάρτηση της ορίζουσας «σέβεται» τον πολλα-

πλασιασµό µητρών µε τον τρόπο που ϕαίνεται στο επόµενο ϑεώρηµα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 Ορίζουσες και Γινόμενο Μητρών
Αν A και B είναι n × n µήτρες, τότε

|AB| = |A| |B|. (14)

Το γεγονός ότι |AB| = |A| |B| µας ϕαίνεται τόσο ϕυσιολογικό που ίσως µας δια-

ϕύγει ότι είναι και εξίσου αξιοσηµείωτο. Αντιπαραβάλλεται την απλότητα της εξίσωσης

|AB| = |A| |B| µε την πολυπλοκότητα των ϕαινοµενικά άσχετων µεταξύ τους οριζουσών

και γινοµένων µητρών. Ως περαιτέρω αντίθεση, µπορούµε να αναφέρουµε ότι το |A+B|
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γενικά δεν ισούται µε |A| + |B|. (∆ιαλέξτε ένα Ϲευγάρι µητρών 2 × 2 και υπολογίστε τις

ορίζουσες τους και το άθροισµά τους.)

Ως µια πρώτη εφαρµογή του Θεωρήµατος 3, µπορούµε να υπολογίσουµε την

ορίζουσα της αντίστροφης µιας αντιστρέψιµης µήτρας A:

AA−1
= I,

έτσι

|A| |A−1| = |AA−1| = |I| = 1,

και εποµένως

|A−1| = 1

|A|
. (15)

Τώρα |A| , 0 επειδή η A είναι αντιστρέψιµη. ΄Ετσι η det(A−1) είναι η αντίστροφη της

det A.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9 Η ορίζουσα της

A =





























2 2 −2 0

−4 2 3 1

0 4 −1 −4

3 1 3 −1





























είναι |A| = 320 , 0. ΄Ετσι η A είναι αντιστρέψιµη, και χωρίς να ϐρούµε την A−1

γνωρίζουµε από την Εξίσωση (15) ότι |A−1| = 1/320. ◗

Ο κανόνας του Cramer για n × n Συστήματα

Υποθέστε ότι χρειάζεται να λύσετε ένα n × n γραµµικό σύστηµα

Ax = b, (16)

όπου

A =
[

ai j

]

, x =



































x1

x2

...

xn



































, και b =



































b1

b2

...

bn



































.

Υποθέτουµε ότι η µήτρα των συντελεστών A είναι αντιστρέψιµη, έτσι ώστε να γνω-

ϱίζουµε εκ των προτέρων ότι υπάρχει µοναδική λύση x της (16). Η ερώτηση είναι

πώς µπορούµε να γράψουµε την x µε όρους των συντελεστών ai j και των σταθερών bi.

Στην συζήτηση που ακολουθεί, ϑεωρούµε το x ένα σταθερό (αν και άγνωστο ακόµα)

διάνυσµα.

Αν συµβολίσουµε µε a1, a2, . . . , an τα διανύσµατα στήλες µιας n × n µήτρας A,

τότε

A =
[

a1 a2 · · · an

]

.

Ο επιθυµητός τύπος για το i άγωστο xi περιλαµβάνει την ορίζουσα της µήτρας
[

a1 · · · b · · · an

]

η οποία ϑα προκύψει αν αντικαταστήσουµε την i στήλη ai

της A µε το σταθερό διάνυσµα b.



Μαθ
ημ

ατ
ικα

 Ι (
εκ

δ. 
ΙΩ

Ν)

Edw
ard

 &
 P

en
ne

y

674 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 Κανόνας του Cramer

Ας ϑεωρήσουµε το n × n γραµµικό σύστηµα Ax = b, µε

A =
[

a1 a2 · · · an

]

.

Αν |A| , 0, τότε το i στοιχείο της µοναδικής λύσης x = (x1, x2, . . . , xn) δίνεται από

τον τύπο

xi =

∣

∣

∣ a1 · · · b · · · an

∣

∣

∣

|A|

=

1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · b1 · · · a1n

a21 · · · b2 · · · a2n

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bn · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (17)

όπου στην τελευταία ισότητα το σταθερό διάνυσµα b έχει αντικαταστήσει το i διάνυ-

σµα στήλη ai της A.

Για παράδειγµα, η µοναδική λύση (x1, x2, x3) του 3 × 3 συστήµατος

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

(18)

µε |A| = |ai j| , 0 δίνεται από τις σχέσεις

x1 =
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

x2 =
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

x3 =
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(19)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10 Χρησιµοποιείστε τον κανόνα του Cramer για να λύσετε το γραµ-

µικό σύστηµα,

x1 + 4x2 + 5x3 = 2

4x1 + 2x2 + 5x3 = 3

−3x1 + 3x2 − x3 = 1.

Λύση Βρίσκουµε ότι

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 5

4 2 5

−3 3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 29;

οπότε από τους τύπους στην (19) προκύπτει ότι

x1 =
1

29

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 5

3 2 5

1 3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

33

29
,

x2 =
1

29

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 5

4 3 5

−3 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

35

29
,
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και

x3 =
1

29

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 2

4 2 3

−3 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −
23

29
. ◗

Αντίστροφη και Προσαρτημένη Μήτρα

Η αντίστροφη µήτρα A−1 µιας αντιστρέψιµης n×n µήτρας A µπορεί να ϐρεθεί λύνοντας

την εξίσωση µητρών

AX = I. (20)

Αν γράψουµε την µήτρα των συντελεστών A =
[

a1 a2 · · · an

]

, την µήτρα των

αγνώστων X =
[

x1 x2 · · · xn

]

, και την ταυτοτική µήτρα I =
[

e1 e2 · · · en

]

µε

όρους των στηλών τους , τότε σύµφωνα µε την (20)

Ax j = e j (21)

για j = 1, 2, . . . , n. Καθεµία από αυτές τις n εξισώσεις µπορούν να επιλυθούν χρησι-

µοποιώντας τον κανόνα του Cramer. Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε την εξίσωση (17) το

i στοιχείο της µήτρας στήλης x j δίνεται από

xi j =

∣

∣

∣ a1 · · · ai−1 e j ai+1 · · · an

∣

∣

∣

|A|
(22)

για i, j = 1, 2, . . . , n. ΄Οταν τα αποτελέσµατα αυτά τοποθετηθούν µαζί, δίνουν έναν

ξεκάθαρο τύπο για την αντίστροφη µήτρα (για την απόδειξη δες την επόµενη Ενότητα).

ΘΕΩΡΗΜΑ 5 Η Αντίστροφη Μήτρα
Η αντίστροφη µιας αντιστρέψιµης µήτρας A δίνεται από τον τύπο

A−1
=

[

Ai j

]T

|A|
, (23)

όπου, ως συνήθως µε Ai j συµβολίζουµε την ĳ συµπαράγουσα της A, δηλαδή Ai j

είναι το γινόµενο του (−1)i+ j µε την ĳ ελάσσονα ορίζουσα της A.

Στην (23) ϐλέπουµε την ανάστροφη της συµπαράγουσας µήτρας
[

Ai j

]

της

n × n µήτρας A. Αυτή η συµπαράγουσα µήτρα την οποία αντιµεταθέσαµε ονοµάζεται

προσαρτηµένη µήτρα της A και συµβολίζεται ως εξής

adj A =
[

Ai j

]T
=

[

A ji

]

. (24)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11 Εφαρµόστε τον τύπο στην (23) για να ϐρείτε την αντίστροφη της

µήτρας

A =





















1 4 5

4 2 5

−3 3 −1





















του παραδείγµατος 10, όπου είδαµε ότι |A| = 29.

Λύση Πρώτα υπολογίζουµε τις συµπαράγουσες της A, τοποθετώντας τους υπολογι-

σµούς µας σε µια συστοιχία 3 × 3:

A11 = +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 5

3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −17, A12= −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 5

−3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −11, A13 = +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2

−3 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 18,

A21 = −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 5

3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 19, A22= +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 5

−3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 14, A23 = −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4

−3 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −15,

A31 = +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 5

2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 10, A32= −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 5

4 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 15, A33 = +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4

4 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −14.
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(Σηµειώστε τον γνωστό κανόνα του πρόσηµου) ΄Ετσι η συµπαράγουσα µήτρα της A

είναι

[

Ai j

]

=





















−17 −11 18

19 14 −15

10 15 −14





















.

Στην συνέχεια, εναλλάσσουµε γραµµές και στήλες για να υπολογίσουµε την προσαρ-

τηµένη µήτρα

adj A =
[

Ai j

]T
=





















−17 19 10

−11 14 15

18 −15 −14





















.

Τέλος, σύµφωνα µε της Εξίσωση (23), διαιρούµε µε |A| = 29 για να ϐρούµε την

αντίστροφη µήτρα

A−1
=

1

29





















−17 19 10

−11 14 15

18 −15 −14





















. ◗

Υπολογιστική Αποδοτικότητα

Το σύνολο της εργασίας που απαιτείται για την ολοκλήρωση ενός αριθµητικού υπο-

λογισµού µετριέται µε τον αριθµό των αριθµητικών πράξεων που αυτός συνεπάγεται.

Ας µετρήσουµε λοιπόν τον αριθµό των πολλαπλασιασµών που απαιτούνται για να υ-

πολογίσουµε µια n × n ορίζουσα χρησιµοποιώντας επεκτάσεις συµπαραγουσών. Αν ,

για παράδειγµα, n = 5, τότε η επέκταση της συµπαράγουσας κατά µήκος µιας γραµ-

µής ή µιας στήλης απαιτεί να υπολογίσουµε πέντε ορίζουσες 4 × 4 και στη συνέχεια

η επέκταση καθεµίας από αυτές περιλαµβάνει τέσσερις ορίζουσες 3 × 3. Η καθεµία

από τις ορίζουσες 3 × 3 ϑα µας οδηγήσει σε τρεις ορίζουσες 2 × 2 και τελικά αυτές

µε τη σειρά τους απαιτούν δύο πολλαπλασιασµούς. ΄Αρα, ο συνολικός αριθµός των

πολλαπλασιασµών που χρειάζονται για τον υπολογισµό της αρχικής ορίζουσας 5 × 5

είναι

5 · 4 · 3 · 2 = 5! = 120.

Γενικότερα, ο αριθµός των πολλαπλασιασµών που απαιτούνται για τον υπολογισµό µιας

ορίζουσας n × n χρησιµοποιώντας επέκταση συµπαραγουσών είναι

n! = n · (n − 1) · · ·3 · 2 · 1 (n παραγοντικό).

Αν λοιπόν αγνοήσουµε τις, οπωσδήποτε λιγότερες,προσθέσεις που περιλαµ-

ϐάνονται, τότε ο αριθµός των πράξεων για µία ορίζουσα n×n είναι n!. Για παράδειγµα,

ο υπολογισµός µιας ορίζουσας 25 × 25 µε επέκταση συµπαραγουσών ϑα απαιτούσε

περίπου 25! ≈ 1.55×1025 πράξεις. Αν χρησιµοποιούσαµε έναν υπερυπολογιστή ικανό

να κάνει ένα δισεκατοµµύριο πράξεις το δευτερόλεπτο, ϑα χρειαζόµασταν περίπου

(1.55 × 1016)/(365.25 × 24 × 3600) ≈ 492 εκατοµµύρια χρόνια ! Το ίδιο µηχάνηµα ϑα

χρειαζόταν περίπου 9.64 × 1047 χρόνια—ασύγκριτα περισσότερο από την ηλικία του

σύµπαντος (η οποία υπολογίζεται περίπου στα 20 εκατοµµύρια έτη)—για να υπολο-

γίσει µία ορίζουσα 50×50 µε επέκταση συµπαραγουσών. Οι σύγχρονες επιστηµονικές

και µηχανολογικές εφαρµογές περιλαµβάνουν συνήθως µήτρες µεγέθους 1000×1000

(ή και µεγαλύτερες) που η επέκταση συµπαραγουσών τους ϑα απαιτούσε αδιανόητα

πολύ χρόνο µε οποιοδήποτε υπολογιστή µπορεί κάποιος να ϕανταστεί.

Ωστόσο, ένας οποιοσδήποτε υπολογιστής της εποχής µας , ο οποίος χρησιµοποιεί

Matlab και κάνει «µόνο» περίπου 100 εκατοµµύρια πράξεις το δευτερόλεπτο, µπορεί

να υπολογίσει την ορίζουσα µιας τυχαίας µήτρας 100×100 ή την αντίστροφή της σχεδόν

αµέσως. Κάτι τέτοιο δεν είναι προφανώς δυνατό να συµβεί µε επεκτάσεις οριζουσών.

Αν όχι έτσι, τότε πώς ;

Η απάντηση είναι ότι µπορούµε να υπολογίσουµε τις ορίζουσες πολύ πιο απο-

τελεσµατικά χρησιµοποιώντας την απαλοιφή του Gauss —δηλαδή, µειώνοντάς τις σε

τριγωνική µορφή, έτσι ώστε να χρειάζεται να υπολογίσουµε µόνο το γινόµενο των δια-

γώνιων στοιχείων που αποµένουν. Οµοίως, η αντίστροφη της αντιστρέψιµης µήτρας A

µπορεί και αυτή να υπολογιστεί πολύ πιο αποτελεσµατικά µειώνοντας την επαυξηµένη

µήτρα
[

A I
]

σε µειωµένη κλιµακωτή µορφή (όπως κάναµε στην Ενότητα 8.5) απ΄

ότι αν χρησιµοποιούσαµε τον κανόνα του Cramer (όπως στο Θεώρηµα 5 στην Ενότητα

αυτή). Αν µετρήσουµε την ποσότητα των αριθµητικών πράξεων που απαιτούνται για
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να µειωθεί µια n × n µήτρα σε κλιµακωτή µορφή ϑα δούµε ότι είναι της τάξης του n3

αντί για n! και όπως ϕαίνεται στον Πίνακα του Σχήµατος 8.6.1, το n3 είναι σηµαντικά

µικρότερο από το n! αν το n είναι µεγάλο. Συνεπώς, η επέκταση συµπαραγουσών µίας

ορίζουσας και ο κανόνας του Cramer έχουν κατά κύριο λόγο ϑεωρητική διάσταση στην

επίλυση συστηµάτων, και χρησιµοποιούνται σπάνια σε αριθµητικά προβλήµατα όπου

το n είναι µεγαλύτερο από 3 ή 4.

8.6 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Χρησιµοποιήστε το ανάπτυγµα µε συµπαράγουσες για να προσδιο-

ϱίσετε τις ορίζουσες των Προβληµάτων 1 έως 6. Αναπτύξτε κατά

µήκος εκείνης γραµµής ή στήλης η οποία ελαχιστοποιεί το µέγεθος

των απαραίτητων υπολογισµών.

1.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 3

4 0 0

0 5 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 0

1 2 1

0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

2 0 5 0

3 6 9 8

4 0 10 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 11 8 7

3 −2 6 23

0 0 0 −3

0 4 0 17

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 1 0 0

2 0 0 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 5 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 11 −5 0

−2 4 13 6 5

0 0 5 0 0

7 6 −9 17 7

0 0 8 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Στα Προβλήµατα 7 έως 12, υπολογίστε κάθε ορίζουσα αφού πρώτα

απλοποιήσετε τον υπολογισµό της εφαρµόζοντας της κατάλληλες

πράξεις γραµµών ή στηλών (όπως στο Παράδειγµα 6).

7.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

2 2 2

3 3 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 4

−2 −3 1

3 2 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

9.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −2 5

0 5 17

6 −4 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

10.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3 6 5

1 −2 −4

2 −5 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

11.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4

0 5 6 7

0 0 8 9

2 4 6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

12.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 0 −3

0 1 11 12

0 0 5 13

−4 0 0 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Χρησιµοποιήστε την µέθοδο της απαλοιφής για να υπολογίσετε τις

ορίζουσες στα Προβλήµατα 13 έως 20.

13.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−4 4 −1

−1 −2 2

1 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

14.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 −2

3 1 −5

−5 −4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

15.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 5 4

5 3 1

1 4 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

16.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 −2

−5 −4 −1

−4 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

17.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3 1

0 4 3 −3

2 −1 −1 −3

0 −4 −3 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

18.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 4 1

0 1 −2 2

3 3 1 4

0 1 −3 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

19.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 3

0 1 −2 0

−2 3 −2 3

0 −3 3 3
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∣
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∣
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20.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1 −1

2 1 3 3

0 1 −2 3

−1 4 −2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Χρησιµοποιείστε τον κανόνα του Cramer για να λύσετε τα Προ-

ϐλήµατα 21 έως 32.

21. 3x + 4y = 2

5x + 7y = 1

22. 5x + 8y = 3

8x + 13y = 5

23. 17x + 7y = 6

12x + 5y = 4

24. 11x + 15y = 10

8x + 11y = 7

25. 5x + 6y = 12

3x + 4y = 6

26. 6x + 7y = 3

8x + 9y = 4

27. 5x1 + 2x2 − 2x3 = 1

x1 + 5x2 − 3x3 = −2

5x1 − 3x2 + 5x3 = 2

28. 5x1 + 4x2 − 2x3 = 4

2x1 + 3x3 = 2

2x1 − x2 + x3 = 1

29. 3x1 − x2 − 5x3 = 3

4x1 − 4x2 − 3x3 = −4

x1 − 5x3 = 2

30. x1 + 4x2 + 2x3 = 3

4x1 + 2x2 + x3 = 1

2x1 − 2x2 − 5x3 = −3
n 5 10 25 50 100

2
3
n3 83 667 10,417 83,333 666,667

n! 120 3,628,800 1.55 × 1025 3.04 × 1064 9.33 × 10157

ΣΧΗΜΑ 8.6.1 Σύνολο πράξεων κατά προσέγγιση για τον υπολογισμό μιας ορίζουσας
n × n με την απαλοιφή του Gauss ( 2

3
n3) και με επέκταση οριζουσών (n!).
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31. 2x1 − 5x3 = −3

4x1 − 5x2 + 3x3 = 3

−2x1 + x2 + x3 = 1

32. 3x1 + 4x2 − 3x3 = 5

3x1 − 2x2 + 4x3 = 7

3x1 + 2x2 − x3 = 3

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 5 ϐρείτε την αντίστροφη A−1 κάθε

µήτρας A στα Προβλήµατα 33 έως 40.

33.





















−5 −2 2

1 5 −3

5 −3 1





















34.





















2 0 3

−5 −4 2

2 −1 1





















35.





















3 5 2

−2 3 −4

−5I 0 −5





















36.





















−4 4 3

3 −1 −5

1 0 −5
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−4 1 5

−2 4 5

−3 −3 −1
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3 4 −3

3 2 −1

−3 2 −4





















39.





















−3 −2 3

0 3 2

2 3 −5





















40.





















2 4 −3

2 −3 −1

−5 0 −3





















41. ∆είξτε ότι (AB)T
= BT AT αν οι A και B είναι αυθαίρετες 2×2

µήτρες.

42. Ας ϑεωρήσουµε τις 2 × 2 µήτρες

A =

[

a b

c d

]

και B =

[

x

y

]

,

όπου µε x και y συµβολίζουµε τα διανύσµατα γραµµών της

B. Τότε το γινόµενο AB µπορεί να γραφεί στην µορφή

AB =

[

ax + by

cx + dy

]

.

Χρησιµοποιήστε αυτή την έκφραση και τις ιδιότητες των ο-

ϱιζουσών για να δείξετε ότι

det AB = (ad − bc)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x

y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (det A)(det B).

Εποµένως η ορίζουσα του γινοµένου των 2× 2 µητρών είναι

ίση µε το γινόµενο των οριζουσών τους.

Σε κάθε ένα από τα Προβλήµατα 43 έως 46 εµφανίζεται µια ειδική

περίπτωση των Ιδιοτήτων 1 έως 5. Επαληθεύστε τις αναπτύσσον-

τας την ορίζουσα στο αριστερό µέρος κατά µήκος µιας κατάλληλης

γραµµής ή στήλης.
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44.
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45.
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46.
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∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

47. Υποθέστε ότι A και B είναι µήτρες ίδιου µεγέθους. ∆είξτε

ότι : (α) (AT )T
= A· (ϐ) (cA)T

= cAT · και (γ) (A + B)T
=

AT
+ BT .

48. ΄Εστω ότι A και Bείναι µήτρες τέτοιες ώστε να µπορεί να ορι-

στεί AB. ∆είξτε ότι (AB)T
= BT AT . Ξεκινήστε µε το γεγονός

ότι το ĳ στοιχείο της AB προσδιορίζεται από τον πολλαπλα-

σιασµό των στοιχείων της i γραµµής της A µε τα στοιχεία

της j στήλης της B. Ποιο είναι το ĳ στοιχείο της BT AT ;

49. ΄Εστω ότι A =

[

ai j

]

είναι µια 3 × 3 µήτρα. ∆είξτε ότι

det(AT ) = det A αναπτύσσοντας την det A κατά µήκος της

πρώτης γραµµής και την det(AT ) κατά µήκος της πρώτης

στήλης.

50. Υποθέστε ότι A2
= A. Αποδείξτε ότι |A| = 0 ή |A| = 1.

51. Υποθέστε ότι An
= 0 ( η µηδενική µήτρα) για κάποιον ϑετικό

ακέραιο n. Αποδείξτε ότι |A| = 0.

52. Μια τετραγωνική µήτρα A ονοµάζεται ορθογώνια εφόσον

AT
= A−1. ∆είξτε ότι η ορίζουσα µιας τέτοιας µήτρας πρέπει

να είναι είτε +1 είτε −1.

53. Οι µήτρες A και B ονοµάζονται όµοιες εφόσον A = P−1BP

για κάποια αντιστρέψιµη µήτρα P. ∆είξτε ότι αν οι A και B

είναι όµοιες, τότε |A| = |B|.

54. Χρησιµοποιώντας τα Θεωρήµατα 2 και 3 αποδείξτε ότι αν οι

A και B είναι αντιστρέψιµες µήτρες n × n , τότε η AB είναι

αντιστρέψιµη αν και µόνο αν και οι δύο µήτρες A και B

είναι αντιστρέψιµες.

55. ΄Εστω ότι οι A και B είναι µήτρες n × n . Υποθέστε ότι γνω-

ϱίζουµε ότι είτε AB = I είτε BA = I. Χρησιµοποιήστε το

αποτέλεσµα του Προβλήµατος 54 για να ϐρείτε ότι B = A−1.

56. ΄Εστω ότι η A είναι µία µήτρα n× n µε det A = 1 και όλα της

τα στοιχεία ακέραιους.

(αʹ) ∆είξτε ότι η A−1 περιλαµβάνει µόνο ακέραιους.

(ϐʹ) Υποθέστε ότι το b είναι ένα διάνυσµα n µόνο µε ακερα-

ίους. ∆είξτε ότι το διάνυσµα x του Ax = b περιλαµβάνει

µόνο ακέραιους.

57. ΄Εστω ότι η A είναι µία 3 × 3 άνω τριγωνική µήτρα µε µη-

µηδενική ορίζουσα. ∆είξτε µε αναλυτικούς υπολογισµούς

ότι η A−1 είναι επίσης άνω τριγωνική.

58. Στο Σχήµα 8.6.2 ϐλέπουµε ένα οξυγώνιο τρίγωνο µε γω-

νίες A, B, και C και απέναντι πλευρές a, b, και c. Αν από

κάθε κορυφή τραβήξουµε την κάθετη στην απέναντι πλευ-

ϱά, προκύπτουν οι εξισώσεις

c cos B + b cos C = a

c cos A + a cos C = b

a cos B + b cos A = c.

Θεωρείστε ότι πρόκειται για γραµµικές εξισώσεις ως προς

τους αγνώστους cos A, cos B, και cos C, και χρησιµοποιήστε

τον κανόνα του Cramer για να ϐρείτε το νόµο των συνηµι-

τόνων λύνοντας ως προς

cos A =
b2
+ c2 − a2

2bc
.

Εποµένως

a2
= b2

+ c2 − 2bc cos A.

Σηµειώστε ότι στην περίπτωση κατά την οποία A = π/2 (90◦)

έχουµε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα.
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a

BA

C

c

b

ΣΧΗΜΑ 8.6.2 Το τρίγωνο του
Προβλήματος 58.

59. ∆είξτε ότι

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1

1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 και

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 0

1 2 1

0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4.

60. Ας ϑεωρήσουµε την n × n ορίζουσα

Bn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 0 0 · · · 0 0

1 2 1 0 · · · 0 0

0 1 2 1 · · · 0 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0 · · · 2 1

0 0 0 0 · · · 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

στην οποία κάθε στοιχείο της κύριας διαγωνίου είναι 2, κάθε

στοιχείο των αµέσως διπλανών της διαγωνίων είναι 1, και

όλα τα υπόλοιπα στοιχεία είναι 0.

(αʹ) Αναπτύξτε κατά µήκος της πρώτης γραµµής για να δε-

ίξετε ότι

Bn = 2Bn−1 − Bn−2.

(ϐʹ) Αποδείξτε µε επαγωγή στο n ότι Bn = n + 1 για n ≥ 2.

Σα Προβλήµατα 61–64 ασχολούµαστε µε την Ορίζουσα Vander

monde

V(x1, x2, . . . , xn) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1
· · · xn−1

1

1 x2 x2
2
· · · xn−1

2

.

.

.
.
.
.
.
.
.
. . .

.

.

.

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

η οποία ϑα παίξει σηµαντικό ϱόλο στην Ενότητα 3.7.

61. ∆είξτε µε απευθείας υπολογισµούς ότι V(a, b) = b − a και

ότι

V(a, b, c) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (b − a)(c − a)(c − b).

62. Οι τύποι του Προβλήµατος 61 είναι οι περιπτώσεις n = 2

και n = 3 του γενικού τύπου

V(x1, x2, . . . , xn) =

n
∏

i, j = 1

i > j

(xi − x j). (25)

Η περίπτωση n = 4 είναι

V(x1, x2, x3, x4) = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2)

× (x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3).

Αποδείξτε το εξής : γνωρίζοντας τα x1, x2, και x3, ορίστε το

κυβικό πολυώνυµο P(y) ως

P(y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1

x3
1

1 x2 x2
2

x3
2

1 x3 x2
3

x3
3

1 y y2 y3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (26)

Επειδή P(x1) = P(x2) = P(x3) = 0 (γιατί ;), οι ϱίζες του P(y)

είναι x1, x2, και x3. Προκύπτει λοιπόν ότι

P(y) = k(y − x1)(y − x2)(y − x3),

όπου k είναι ο συντελεστής του y3 στο P(y). Τέλος, παρα-

τηρήστε ότι η ανάπτυξη της ορίζουσας 4 × 4 στην (26) κατά

µήκος της τελευταίας της γραµµής δίνει k = V(x1, x2, x3)

και ότι V(x1, x2, x3, x4) = P(x4).

63. Γενικεύστε το Πρόβληµα 62 προκειµένου να αποδείξετε τον

τύπο (25) κατέπαγωγή στο n. Ξεκινήστε µε το πολυώνυµο

(n − 1) ϐαθµού

P(y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1
· · · xn−1

1

1 x2 x2
2
· · · xn−1

2

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

1 xn−1 x2
n−1

· · · xn−1
n−1

1 y y2 · · · yn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

64. Χρησιµοποιήστε τον τύπο (25) για να υπολογίσετε τις δύο

ακόλουθες ορίζουσες.

(αʹ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1

1 2 4 8

1 3 9 27

1 4 16 64

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ϐʹ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1 −1

1 2 4 8

1 −2 4 −8

1 3 9 27

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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8.7 Γραμμικές Εξισώσεις και Προσαρμογή Καμπύλης

Η γραµµική άλγεβρα έχει σηµαντικές εφαρµογές στο συνηθισµένο επιστηµονικό πρόβλη-

µα της αναπαράστασης εµπειρικών δεδοµένων µέσω εξισώσεων ή συναρτήσεων συγ-y

x

(x0, y0)

(x1, y1)

(xi, yi)

(xn, yn)

y = f (x)

ΣΧΗΜΑ 8.7.1 Η καμπύλη
y = f (x) παρεμβάλει (δηλαδή
διέρχεται) από τα δεδομένα
σημεία.

κεκριµένου τύπου. Θα δώσουµε µία µόνο σύντοµη εισαγωγή σε αυτό το εκτεταµένο

ϑέµα.

Τυπικά, ξεκινάµε µε ένα σύνολο σηµείων (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) τα οποία

πρόκειται να αναπαραστήσουµε µε έναν συγκεκριµένο τύπο συνάρτησης y = f (x).

Για παράδειγµα, η y µπορεί να είναι ο όγκος ενός δείγµατος αερίου όταν η ϑερµοκρα-

σία του είναι x. Εποµένως, τα σηµεία που µας ενδιαφέρουν είναι τα αποτελέσµατα

πειραµάτων ή µετρήσεων, και και ϑέλουµε να προσδιορίσουµε την καµπύλη y = f (x)

στο σύστηµα αξόνων xy έτσι ώστε να περνάει από κάθε ένα από αυτά τα σηµεία ; ϐλέπε

το Σχήµα 8.7.1. Το ϑέµα µας, εποµένως, είναι πώς ϑα «εφαρµόσουµε» την καµπύλη

στα σηµεία που έχουµε.

Θα περιοριστούµε κατά κύριο λόγο στις καµπύλες πολυωνύµων. ΄Ενα πολυ-

ώνυµο ϐαθµού n είναι µία συνάρτηση της µορφής

f (x) = a0 + a1x + a2x2
+ · · · + anxn

, (1)

όπου οι συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an είναι σταθεροί. Το σηµείο (xi, yi) ϐρίσκεται πάνω

στην καµπύλη y = f (x) εφόσον f (xi) = yi. Από τη στιγµή που αυτό ισχύει για κάθε

i = 0, 1, 2, . . . , n προκύπτουν οι n + 1 εξισώσεις

a0 + a1x0 + a2(x0)2
+ · · · + an(x0)n

= y0

a0 + a1x1 + a2(x1)2
+ · · · + an(x1)n

= y1

a0 + a1x2 + a2(x2)2
+ · · · + an(x2)n

= y2

...

a0 + a1xn + a2(xn)2
+ · · · + an(xn)n

= yn.

(2)

Αφού δίνονται οι αριθµοί xi και yi , πρόκειται για ένα σύστηµα n + 1 γραµµικών

εξισώσεων στους n+ 1 αγνώστους a0, a1, a2, . . . , an (οι συντελεστές του πολυωνύµου της

Εξίσωσης (1) ).

Η (n+ 1)× (n+ 1) µήτρα των συντελεστών του συστήµατος στην (1) είναι η µήτρα

Vandermonde

A =

























































1 x0 (x0)2 · · · (x0)n

1 x1 (x1)2 · · · (x1)n

1 x2 (x2)2 · · · (x2)n

...
...

...
. . .

...

1 xn (xn)2 · · · (xn)n

























































, (3)

η ορίζουσα της οποίας συζητήθηκε στα Προβλήµατα 61–63 της Ενότητας 8.6. Α-

πό την Εξίσωση (25) της Ενότητας αυτής προκύπτει ότι, αν οι συντεταγµένες του x

x0, x1, x2, . . . , xn είναι ξεχωριστές, τότε η µήτρα A είναι ιδιάζουσα. ΄Ετσι λοιπόν από το

Θεώρηµα 7 της Ενότητας 8.5 προκύπτει ότι το σύστηµα στην (2) έχαι µία µοναδική

λύση για τους συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an στην (1). Υπάρχει λοιπόν ένα µοναδικό

πολυώνυµο ϐαθµού n το οποίο ταιριάζει στα δοθέντα n + 1 σηµεία και καλείται πο-

λυωνυµική παρεµβολή, γιατί λέµε ότι παρεµβάλλει τα δοθέντα σηµεία.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Βρείτε ένα κυβικό πολυώνυµο της µορφής

y = A + Bx +Cx2
+ Dx3

το οποίο παρεµβάλλει τα σηµεία (−1, 4), (1, 2), (2, 1), και (3, 16).

Λύση Είναι απλούστερο γενικά στα προβλήµατα να χρησιµοποιούνται διακριτά κε-

ϕαλαία γράµµατα αντί δείκτες για να υποδηλώσουµε τους συντελεστές. Εδώ ϑέλουµε

να ϐρείτε τις τιµές των A, B, C, και D έτσι ώστε y(−1) = 4, y(1) = 2, y(2) = 1, και
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y(3) = 16. Οι όροι αυτοί δίνουν ένα σύστηµα τεσσάρων γραµµικών εξισώσεων

A − B + C − D = 4

A + B + C + D = 2

A + 2B + 4C + 8D = 1

A + 3B + 9C + 27D = 16.

Μπορούµε εύκολα να ανάγουµε το σύστηµα αυτό στην κλιµακωτή µορφή του

A − B + C − D = 4

B + D = −1

C + 2D = 0

D = 2,

και στην συνέχεια µε αναδροµική αντικατάσταση έχουµε ότι A = 7, B = −3, C = −4,

και D = 2. ΄Ετσι το κυβικό πολυώνυµο είναι

x21 3 4−1
−5

−2

5

15

−10

10

y

ΣΧΗΜΑ 8.7.2 Κυβική
καμπύλη η οποία διέρχεται από τα
τέσσερα σημεία δεδομένων του
Παραδείγματος 1.

y = 7 − 3x − 4x2
+ 2x3.

Η γραφική παράσταση αυτού του κυβικού πολυωνύµου ϕαίνεται στο Σχήµα 3.7.2,

µαζί µε τα τέσσερα αρχικά σηµεία. ◗

Μοντελοποίηση της Αύξησης του Παγκόσμιου Πληθυσμού

Χαρακτηριστικό παράδειγµα παρεµβολής αποτελεί η αύξηση του παγκόσµιου αν-

ϑρώπινου πληθυσµού. Ο πίνακας στο Σχήµα 8.7.3 δείχνει το συνολικό παγκόσµιο

πληθυσµό (σε δισεκατοµµύρια) ανά πενταετία. Πραγµατικοί αριθµοί πληθυσµών εµ-

ϕανίζονται για τα έτη 1960-1995. Τα στοιχεία που παρατίθενται για τα έτη 2000 -

2025 είναι οι πληθυσµοί που προβλέπονται από τα Ηνωµένα ΄Εθνη, µε ϐάση λεπτοµε-

ϱείς δηµογραφικές αναλύσεις των πληθυσµιακών τάσεων ανά χώρα σε όλο τον κόσµο.

Κάθε καταχώρηση στην τελευταία στήλη του πίνακα δίνει το µέσο ετήσιο ποσοστό α-

ύξησης κατά την προηγούµενη πενταετία. Για παράδειγµα, 3.039(1.0194)5 ≈ 3.345

ήταν η αύξηση κατά την πενταετία 1960-1965, οπότε η µέση ετήσια αύξηση κατά τη

διάρκεια αυτής της περιόδου είναι περίπου 1.94%.

Παγκόσµιος Πληθυσµός Ποσοστό

΄Ετη (δισεκατοµµύρια) Αύξηση

1960 3.039

1965 3.345 1.94%

1970 3.707 2.08%

1975 4.086 1.97%

1980 4.454 1.74%

1985 4.851 1.72%

1990 5.279 1.71%

1995 5.688 1.50%

2000 6.083 1.35%

2005 6.468 1.23%

2010 6.849 1.15%

2015 7.227 1.08%

2020 7.585 0.97%

2025 7.923 0.88%

ΣΧΗΜΑ 8.7.3 Τα δεδομένα για τον Παγκόσμιο
πληθυσμό.
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Βλέπουµε ότι ο παγκόσµιος πληθυσµός αυξήθηκε µε ετήσιο ϱυθµό περίπου 2

% κατά τη διάρκεια της δεκαετίας του 1960, αλλά ο ϱυθµός ανάπτυξης επιβραδύν-

ϑηκε από τότε, και αναµένεται να επιβραδυνθεί ακόµη περισσότερο κατά τις πρώτες

δεκαετίες του 21ου αιώνα. Ειδικότερα, η ανάπτυξη του παγκόσµιου πληθυσµού αυτή

τη στιγµή στην ιστορία δεν είναι ϕυσική ούτε έχει εκθετικό χαρακτήρα — ένας τέτοιος

χαρακτηρισµός άλλωστε συνεπάγεται σταθερό ποσοστό αύξησης. Θα διερευνήσου-

µε τη δυνατότητα παρεµβολής στα παγκόσµια πληθυσµιακά δεδοµένα πολυωνυµικών

µοντέλων τα οποία ίσως µπορέσουν να χρησιµοποιηθούν για να προβλέψουν τους µελ-

λοντικούς πληθυσµούς. Φαίνεται ϕυσικό να αναµένει κανείς καλύτερα αποτελέσµατα

µε πολυώνυµα παρεµβολής υψηλότερου ϐαθµού. Ας δούµε αν αυτό ισχύει.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Αρχικά χρησιµοποιούµε ένα γραµµικό πολυώνυµο P1(t) = a + bt

(µε t = 0 ιν 1900) στις τιµές του παγκόσµιου πληθυσµού για το 1980 και 1990. Το

µόνο που χρειάζεται είναι να λύσουµε τις εξισώσεις

a + 80b = 4.454

a + 90b = 5.279

για a = −2.146, b = 0.0825. ΄Ετσι λοιπόν το γραµµικό πολυώνυµο παρεµβολής είναι

P1(t) = −2.146 + 0.0825t. (4)

◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ας χρησιµοποιήσουµε τώρα ένα τετραγωνικό πολυώνυµο P2(t) =

a + bt + ct2 (µε t = 0 στο 1900) στις τιµές του παγκόσµιου πληθυσµού για το 1980,

1985, και το 1990 . Με τα τρία σηµεία (80, 4.454), (85, 4.851), και (90, 5.279), το

σύστηµα στην (3) δίνει τις εξισώσεις

ΣΧΗΜΑ 8.7.4 Η λύση με
αριθμομηχανή TI-89 για το 3 × 3

σύστημα του Παραδείγματος 3.

a + 80b + 802c = 4.454

a + 85b + 852c = 4.851

a + 90b + 902c = 5.279

οι οποίες λύνονται µε τη ϐοήθεια αριθµοµηχανής δίνοντας a = 2.318, b = −0.0229,

c = 0.00062 (Σχήµα 3.7.4). ΄Ετσι το τετραγωνικό πολυώνυµο παρεµβολής είναι

P2(t) = 2.318 − 0.0229t + 0.00062t2. (5)

◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε ένα κυβικό πολυώνυµο P3(t) =

a+bt+ct2
+dt3 (µε t = 0 στο 1900) στις τιµές του παγκόσµιου πληθυσµού για το 1980,

1985, 1990, και 1995. Με τα τέσσερα σηµεία (80, 4.454), (85, 4.851), (90, 5.279), και

(95, 5.688), το σύστηµα στην (3) δίνει τις τέσσερις εξισώσεις

4.454 = a + 80b + 802c + 803d

4.851 = a + 85b + 852c + 853d

5.279 = a + 90b + 902c + 903d

5.688 = a + 95b + 952c + 953d.

΄Οπως στην Εφαρµογή 8.5, µια αριθµοµηχανή ή ένας υπολογιστής δίνει
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΄Ετσι το κυβικό πολυώνυµο παρεµβολής είναι

P3(t) = 43.118 − 1.46623t + 0.01762t2 − 0.000066667t3. (6)

◗
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Αν ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε ένα µοντέλο πληθυσµού τέταρ-

του ϐαθµού της µορφής

P4(t) = a + bt + ct2
+ dt3

+ et4

στα δεδοµένα του παγκόσµιου πληθυσµού για τα έτη 1975-1980-1985-1990-1995,

πρέπει να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα
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5.279
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για να ϐρούµε τις τιµές των συντελεστών a, b, c, d, και e. Το αποτέλεσµα είναι

P4(t) = −158.434+ 7.78543t − 0.141413t2

+ 0.00114667t3 − 0.00000346667t4.
(7)

◗

Ο πίνακας στο Σχήµα. 8.7.5 συγκρίνει την γραµµική, τετραγωνική, κυβική,

και τέταρτου ϐαθµού πρόβλεψη µε την «σωστή» πρόβλεψη των Ηνωµένων Εθνών για

το έτος 2000. Κάθε «λάθος» στην τρίτη στήλη του πίνακα αυτού είναι το ποσό κατά

το οποίο η αντίστοιχη πρόβλεψη υπολείπεται (ϑετικό σφάλµα) ή υπερβαίνει (αρνητικό

σφάλµα) την πρόβλεψη των Ηνωµένων Εθνών. Βλέπουµε ότι η κυβική πρόβλεψη

είναι καλύτερη από αυτή του τέταρτου ϐαθµού αλλά χειρότερη από τη γραµµική. Η

τετραγωνική πρόβλεψη είναι ακόµη χειρότερη. Προφανώς λοιπόν, δεν υπάρχει καµία

συσχέτιση µεταξύ του ϐαθµού του πολυωνυµικού µοντέλου και της ακρίβειας των

προβλέψεών του.

Το Σχήµα 8.7.6 δείχνει τα δεδοµένα των Ηνωµένων Εθνών για τον παγκόσµιο

πληθυσµό για τα έτη 1960 έως 2025, µαζί µε την αποτύπωση της γραµµικής, τετρα-

γωνικής, κυβικής και τετάρτου ϐαθµού συνάρτησης πληθυσµού των Παραδειγµάτων

2 έως 5. Φαίνεται ότι όσο περισσότερη δουλειά κάνουµε για να ϐρούµε ένα πολυ-

ώνυµο το οποίο να διέρχεται από επιλεγµένα σηµεία, τόσο λιγότερο ανταµείβεται η

προσπάθειά µας. Αυτό που σίγουρα αποδεικνύεται µε αυτό το σχήµα είναι ότι —

εκτός του διαστήµατος 1975-1995 — όσο µεγαλύτερος είναι ο ϐαθµός του πολυω-

νύµου, τόσο χειρότερα ϕαίνεται να ταιριάζει µε τα δεδοµένα σηµεία. Το ϑέµα εδώ

είναι η διαφορά µεταξύ

• σηµείων παρεµβολής εντός του διαστήµατος όπου ταιριάζουν τα δεδοµένα ση-

µεία και

• σηµείων παρεκβολής (πρόβλεψης) εκτός του διαστήµατος αυτού.

΄Ετος 2000

Πρόβλεψη Σφάλµα

Γραµµικό 6.104 −0.021

Τετραγωνικό 6.228 −0.145

Κυβικό 6.028 +0.055

Τέταρτου ϐαθµού 5.976 +0.107

Ηνωµένα ΄Εθνη 6.083

ΣΧΗΜΑ 8.7.5 Προβλέψεις για τον
παγκόσμιο πληθυσμό του 2000 .

2

4

6

8

10

P

2000 2020 2040 t19801960

n = 3

n = 2

n = 1 n = 4

n = 4 n = 3

n = 1

n = 2

ΣΧΗΜΑ 8.7.6 Σύγκριση των δεδομένων του παγκόσμιου
πληθυσμού και των πολυωνύμων παρεμβολής Pn(t) για t = 1, 2, 3,
4.
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Και τα τέσσερα πολυώνυµα ϕαίνεται να κάνουν καλά τη δουλειά της παρεµβολής, αλ-

λά παραδόξως, όσο υψηλότερος είναι ο ϐαθµός, τόσο χειρότερη είναι η ϕαινοµενική

ακρίβεια της παρεκβολής (πρόβλεψης). Η εξαιρετικά αµφίβολη ακρίβεια της παρεκβο-

λής (πρόβλεψης) των δεδοµένων εκτός του διαστήµατος παρεµβολής έχει σηµαντικές

επιπτώσεις. Για παράδειγµα, σκεφτείτε ένα ϱεπορτάζ σχετικά µε το ότι, όταν ένα υπο-

τιθέµενο καρκινογόνο δόθηκε σε ποντίκια σε επαρκείς ποσότητες για να σκοτώσει έναν

ελέφαντα, τα ποντίκια εµφάνισαν καρκίνο. Εποµένως, µπορεί κάποιος να ισχυριστεί

ότι µέτριες ποσότητες του καρκινογόνου αυτού µπορεί να προκαλέσουν καρκίνο στον

άνθρωπο. ΄Ενας ακόµα ισχυρισµός ϑα µπορούσε να είναι ότι αν 1 µέρος ανά δισεκα-

τοµµύριο του καρκινογόνου αυτού στο περιβάλλον σκοτώνει 1 άτοµο, τότε, 1 µέρος

ανά εκατοµµύριο (χίλιες ϕορές περισσότερο) ϑα σκοτώσει 1.000 ανθρώπους. Τέτοια

επιχειρήµατα µπορεί να εµφανίζονται συχνά, αλλά πιθανότατα υπάρχουν περιπτώσεις

παρεκβολής (πρόβλεψης) πέρα από το ϕάσµα της ακρίβειας. Το συµπέρασµα είναι

ότι η παρεµβολή είναι αρκετά ασφαλής — αν και καθόλου ασφαλής η περίπτωση

σφάλµατος — αλλά η γενίκευση είναι επικίνδυνη.

Γεωμετρικές Εφαρμογές

Σε αντίθεση µε την πληθυσµιακή πρόβλεψη, υπάρχουν ενδιαφέρουσες περιπτώσεις

όπου η προσαρµογή καµπύλης είναι ακριβής. Για παράδειγµα, το γεγονός ότι «δύο

σηµεία καθορίζουν µια γραµµή» στο επίπεδο σηµαίνει ότι, όταν προσαρµόζουµε τη

γραµµική συνάρτηση y = a + bx σε δύο δεδοµένα σηµεία, έχουµε ακριβώς τη µία

και µοναδική ευθεία γραµµή στο επίπεδο που διέρχεται από αυτά σηµεία. Οµοίως,

«τρία σηµεία καθορίζουν έναν κύκλο», το οποίο σηµαίνει ότι υπάρχει ένας και µόνον

ένας κύκλος στο επίπεδο που περνά από τρία σηµεία τα οποία δεν ϐρίσκονται πάνωy

x

(h, k)

(x, y)

r

ΣΧΗΜΑ 8.7.7 Ο κύκλος με
κέντρο (h, k) και ακτίνα r.

στην ίδια ευθεία. Για να ϐρούµε αυτόν τον συγκεκριµένο κύκλο, ας ϑυµηθούµε ότι η

εξίσωση ενός κύκλου µε κέντρο (h, k) και ακτίνα r είναι

(x − h)2
+ (y − k)2

= r2 (Σχήµα 3.7.7). (8)

Με απλοποίηση έχουµε

(x2 − 2hx + h2) + (y2 − 2ky + k2) = r2
,

δηλαδή,

x2
+ y2
+ Ax + By + C = 0 (9)

(όπουA = −2h, B = −2k, και C = h2
+ k2 − r2) είναι η γενική εξίσωση του κύκλου στο

επίπεδο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος ορίζεται από τα σηµεία

P(−1, 5), Q(5,−3), και R(6, 4).

Λύση Με αντικατάσταση των συντεταγµένων xy καθενός από τα τρία σηµεία P, Q,

και R στην (9) µας δίνει τις τρεις εξισώσεις

−A + 5B + C = −26

5A − 3B + C = −34

6A + 4B + C = −52.

Με µείωση της αντίστοιχης επαυξηµένης µήτρας των συντελεστών σε µειωµένη κλιµα-

κωτή µορφή γραµµών (Σχ. 3.7.8) έχουµε A = −4, B = −2, και C = −20. ΄Ετσι λοιπόν

η επιθυµητή εξίσωση του κύκλου είναι

x2
+ y2 − 4x − 2y − 20 = 0.

Για να ϐρούµε το κέντρο και την ακτίνα του, συµπληρώνουµε τα τετράγωνα στα x και

ΣΧΗΜΑ 8.7.8 Η αριθμομηχανή
TI-89 επιλύει το 3 × 3 σύστημα του
Παραδείγματος 6.

y και έχουµε

(x − 2)2
+ (y − 1)2

= 25.

΄Ετσι λοιπόν ο κύκλος έχει κέντρο (2, 1) και ακτίνα 5 (Σχήµα 8.7.9). ◗
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x42 6 8−2

−2

2

y

P
R

Q

−4

−4

−6

−6

−8

−8

4

6

8

ΣΧΗΜΑ 8.7.9 Ο κύκλος του
Παραδείγματος 6.

x

y

Ax2 + Bxy + Cy2 =1

ΣΧΗΜΑ 8.7.10 Μια κεντρική
έλλειψη η οποία έχει περιστραφεί.

Τρία κατάλληλα στοιχεία στο επίπεδο καθορίζουν επίσης και έναν κώνο µε µια

εξίσωση της µορφής

Ax2
+ Bxy + Cy2

= 1. (10)

Αυτή είναι µια κωνική τοµή η οποία έχει περιστραφεί—µια έλλειψη, παραβολή, ή

υπερβολή—µε κέντρο την αρχή του συστήµατος των αξόνωνξψ. Στο Σχήµα 3.7.10

ϐλέπουµε µία τυπική έλλειψη η οποία έχει περιστραφεί.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Βρείτε την εξίσωση του κώνου η οποία περνάει από τα ίδια τρία

σηµεία P(−1, 5), Q(5,−3), και R(6, 4) του Παραδείγµατος 6.

Λύση Με αντικατάσταση των συντεταγµένων xy για κάθε ένα από τα τρία σηµεία P,

Q, και R στην (10) έχουµε το γραµµικό σύστηµα τριών εξισώσεων

A − 5B + 25C = 1

25A − 15B + 9C = 1

36A + 24B + 16C = 1

(11)

µε τρεις αγνώστους A, B, και C. Μείωση της αντίστοιχης επαυξηµένης µήτρας συντε-

ΣΧΗΜΑ 8.7.11 Η λύση από
αριθμομηχανή TI-89 της
μειωμένης κλιμακωτής μορφής
γραμμών της επαυξημένης μήτρας
συντελεστών στην (11).

λεστών σε µειωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών (Σχήµα 8.7.11) µας δίνει

A =
277

14212
, B = − 172

14212
, και C =

523

14212
.

Αν αντικαταστήσουµε αυτές τις τιµές των συντελεστών στην (10) και πολλαπλασιάσουµε

το αποτέλεσµα µε τον κοινό παρονοµαστή 14212, έχουµε την επιθυµητή εξίσωση

277x2 − 172xy + 523y2
= 14212 (12)

του κώνου. Η αποτύπωση από υπολογιστή στο Σχήµα 8.7.12 επιβεβαιώνει ότι αυτή η

x42 6 8−2

−2

2

y

P
R

Q

−4

−4

−6

−6

−8

−8

4

6

8

ΣΧΗΜΑ 8.7.12 Κεντρική
έλλειψη που περνάει από τα
σημεία P, Q, και R του
Παραδείγματος 7.

έλλειψη η οποία έχει περιστραφεί περνάει πράγµατι και από τα τρία σηµεία P, Q, και

R. ◗
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8.7 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Σε κάθε ένα από τα Προβλήµατα 1 έως 10, δίνονται n + 1 σηµε-

ία. Βρείτε το πολυώνυµο n ϐαθµού y = f (x) που περνάει από τα

σηµεία αυτά.

1. (1, 1) και (3, 7)

2. (−1, 11) και (2,−10)

3. (0, 3), (1, 1), και (2,−5)

4. (−1, 1), (1, 5), και (2, 16)

5. (1, 3), (2, 3), και (3, 5)

6. (−1,−1), (3,−13), και (5, 5)

7. (−1, 1), (0, 0), (1, 1), και (2,−4)

8. (−1, 3), (0, 5), (1, 7), και (2, 3)

9. (−2,−2), (−1, 2), (1, 10), και (2, 26)

10. (−1, 27), (1, 13), (2, 3), και (3,−25)

∆ίνονται τρία σηµεία για καθένα από τα Προβλήµατα 11–14. ϐρε-

ίτε την εξίσωση του κύκλου που ορίζεται από τα σηµεία αυτά, το

κέντρο και την ακτίνα του.

11. (−1,−1), (6, 6), και (7, 5)

12. (3,−4), (5, 10), και (−9, 12)

13. (1, 0), (0,−5), και (−5,−4)

14. (0, 0), (10, 0), και (−7, 7)

Στα Προβλήµατα 15 έως 18, ϐρείτε την εξίσωση της κεντρικής

έλλειψης η οποία διέρχεται από τα τρία σηµεία που δίνονται.

15. (0, 5), (5, 0), και (5, 5)

16. (0, 5), (5, 0), και (10, 10)

17. (0, 1), (1, 0), και (10, 10)

18. (0, 4), (3, 0), και (5, 5)

19. Βρείτε την καµπύλη της µορφής y = A + (B/x) η οποία

διέρχεται από τα σηµεία (1, 5) και (2, 4).

20. Βρείτε την καµπύλη της µορφής y = Ax + (B/x) + (C/x2) η

οποία διέρχεται από τα σηµεία (1, 2), (2, 20), και (4, 41).

Μια σφαίρα στον χώρο µε κέντρο (h, k, l) και ακτίνα r έχει την

εξίσωση

(x − h)2
+ (y − k)2

+ (z − l)2
= r2.

Τέσσερα σηµεία στο χώρο ϕτάνουν για να ορίσουν τις τιµές των

h, k, l, και r. Στα Προβλήµατα 21 και 22, ϐρείτε το κέντρο και

την ακτίνα της σφαίρας που διέρχεται από τα τέσσερα σηµεία P,

Q, R, και S . Υπόδειξη : αντικαταστήστε στην εξίσωση της σφαίρας

κάθε τριάδα συντεταγµένων για να ϐρείτε τις τέσσερις εξισώσεις ως

προς h, k, l, και r . Για να λύσετε τις εξισώσεις αυτές, αφαιρέστε

την πρώτη από καθεµία από τις υπόλοιπες τρεις. Πόσοι άγνωστοι

αποµένουν στις τρεις εξισώσεις που προκύπτουν·

21. P(4, 6, 15), Q(13, 5, 7), R(5, 14, 6), S (5, 5,−9)

22. P(11, 17, 17), Q(29, 1, 15), R(13,−1, 33),

S (−19,−13, 1)

Τα Προβλήµατα 23–34 προορίζονται για αριθµοµηχανή ή υπολο-

γιστή και έχουν ϐασιστεί στα απογραφικά στοιχεία των ΗΠΑ που

εµφανίζονται στον πίνακα του Σχήµατος 8.7.13, όπως αυτά κατα-

γράφονται ανά περιφέρεια σε εκατοµµύρια για τα έτη–1990. Για

περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε www.census.gov/population/

ensusdata/table-16.pdf . Στα Προβλήµατα 23–26, προσπαθήστε

να χρησιµοποιήσετε τετραγωνικό πολυώνυµο στις πληθυσµιακές

τιµές του 1970, 1980, και 1990 για τις ακόλουθες περιφέρειες.

23. Βορειοανατολική 24. Μεσοδυτική

25. Νότια 26. ∆υτική

27–30. Κάντε το ίδιο όπως στα Προβλήµατα 23–26, αλλά αυτή

τη ϕορά χρησιµοποιήστε κυβικό πολυώνυµο στις πλη-

ϑυσµιακές τιµές του 1960, 1970, 1980, και 1990 για

τις ίδιες περιφέρειες.

31–34. Κάντε το ίδιο όπως στα Προβλήµατα 23–26, αλλά αυτή

τη ϕορά χρησιµοποιήστε συνάρτηση τέταρτου ϐαθµού

στις πληθυσµιακές τιµές του 1950, 1960, 1970, 1980,

και 1990 για τις ίδιες περιφέρειες.

35. Εξηγήστε γιατί η εξίσωση της ορίζουσας

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y x2 x 1

y1 x2
1

x1 1

y2 x2
2

x2 1

y3 x2
3

x3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

διέρχεται από τρία σηµεία (x1, y1), (x2, y2), και (x3, y3) ενός

τετραγωνικού πολυωνύµου της µορφής y = Ax2
+ Bx +C .

36. Αναπτύξτε την ορίζουσα του Προβλήµατος 35 για να ϐρείτε

την παραβολή η οποία διέρχεται από τα σηµεία (1, 3), (2, 3),

και (3, 7).

37. Εξηγήστε γιατί η εξίσωση της ορίζουσας

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2
+ y2 x y 1

x2
1
+ y2

1
x1 y1 1

x2
2
+ y2

2
x2 y2 1

x2
3
+ y2

3
x3 y3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

διέρχεται από τρία σηµεία (x1, y1), (x2, y2), και (x3, y3) ενός

κύκλου της µορφής x2
+ y2
+ Ax + By +C = 0.

38. Αναπτύξτε την ορίζουσα του Προβλήµατος 37 για να ϐρείτε

την εξίσωση του κύκλου που περνάει από τα τρία σηµεία

(3,−4), (5, 10), και (−9, 12). Στη συνέχεια ϐρείτε το κέντρο

και την ακτίνα του.

1950 1960 1970 1980 1990

Βορειοανατολικά 39.478 44.678 49.061 49.137 50.809

Μεσοδυτικά 44.461 51.619 56.590 58.867 59.669

Νότια 47.197 54.973 62.813 75.367 85.446

∆υτικά 20.190 28.053 34.838 43.171 52.786

Η.Π.Α. 151.326 179.323 203.302 226.542 248.710

ΦΙΓΥΡΕ 8.7.13.
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39. Εξηγήστε γιατί η εξίσωση της ορίζουσας
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2 xy y2 1

x2
1

x1y1 y2
1

1

x2
2

x2y2 y2
2

1

x2
3

x3y3 y2
3

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

διέρχεται από τρία σηµεία (x1, y1), (x2, y2), και (x3, y3) ενός

κώνου της µορφής Ax2
+ Bxy +Cy2

= 1.

40. Αναπτύξτε την ορίζουσα του Προβλήµατος 39 για να ϐρείτε

την εξίσωση της έλλειψης που διέρχεται από τα τρία σηµεία

(0, 4), (3, 0), και (5, 5).

8.8 Θεωρία Οριζουσών

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος για το ανάπτυγµα γραµµών και στηλών (Θεώρηµα 1 στην

Ενότητα 8.6) περιλαµβάνει µια εναλλακτική ερµηνεία των οριζουσών η οποία σε πιο

προηγµένες προσεγγίσεις αντιµετωπίζεται συνήθως ως ο αρχικός ορισµός. Εξετάστε

το παρακάτω σχήµα για τον υπολογισµό µιας ορίζουσας 3 × 3 :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

a31 a32

Οι δύο πρώτες στήλες της A =
[

ai j

]

επαναλαµβάνονται από τα δεξιά. Είναι εύκολο να

επαληθεύσετε ότι η det A είναι ίση µε το άθροισµα των τριών γινοµένων κατά µήκος των

διαγωνίων που υποδεικνύονται και έχουν κατεύθυνση προς τα κάτω και δεξιά, µείον

τα αθροίσµατα των γινοµένων κατά µήκος των διαγωνίων που έχουν κατεύθυνση προς

τα κάτω και αριστερά:

det A = + a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33. (1)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Η παραπάνω τεχνική δείχνει να λειτουργεί µόνο για διαστάσεις 2 και

3. ∆εν υπάρχει κάτι παρόµοιο που να δίνει σωστά αποτελέσµατα για µια n×n ορίζουσα

µε n ≥ 4.

Σηµειώνουµε ότι κάθε ένας από τους έξι όρους από τα δεξιά στην (1) είναι της

µορφής ±a1ia2 ja3k, όπου (i j k) είναι µια µετάθεση των (1 2 3). ∆ηλαδή, η τριάδα

(i j k) αποτελείται από τρεις διαφορετικούς αριθµούς 1, 2, και 3 γραµµένους σε µια

συγκεκριµένη σειρά. Οι έξι όροι στην (1) αντιστοιχούν στις έξι πιθανές µεταθέσεις των

(1 2 3):

(1 2 3) (2 1 3) (3 1 2)

(1 3 2) (2 3 1) (3 2 1).
(2)

Τα πρόσηµα + και − στην (1) µπορούν επίσης να εξηγηθούν µε όρους των µεταθέσεων

αυτών. Μια µεταφορά σε µια ακολουθία αντικειµένων (όπως είναι οι αριθµοί 1,

2, 3) είναι η διαδικασία ανταλλαγής ϑέσεων σε ένα Ϲευγάρι της ακολουθίας. Για

παράδειγµα, η διαδικασία (1 2 3)→ (1 3 2) είναι η µεταφορά που αντιστοιχεί στην

ανταλλαγή ϑέσεων των 2 και 3. Χρειάζονται όµως δύο µεταφορές για να αλλάξουµε

την (1 2 3) στην µετάθεση (3 1 2):

(1 2 3)→ (3 2 1)→ (3 1 2).

∆εδοµένης µιας µετάθεσης P = (i j k) των (1 2 3), συµβολίζουµε µε s(P) τον ελάχι-

στο αριθµό µεταφορών που χρειάζονται για να αλλάξουµε την (1 2 3) στην (i j k).

Για τις έξι µεταθέσεις στην (2) είναι εύκολο να επιβεβαιώσετε ότι

s(1 2 3) = 0, s(2 1 3) = 1, s(3 1 2) = 2,

s(1 3 2) = 1, s(2 3 1) = 2, s(3 2 1) = 1.
(3)

Αν εξετάσετε κάθε έναν από αυτούς τους έξι όρους της (1) ϑα ϐρείτε ότι το πρόσηµο

του a1ia2 ja3k είναι (−1)s(P), όπου P = (i j k). ΄Ετσι, µπορούµε να ξαναγράψουµε την

(1) συνοπτικά ως

det A =
∑

P

(−1)s(P)a1ia2 ja3k, (4)
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όπου υπάρχει ένας όρος από τα δεξιά για κάθε πιθανή µετάθεση P = (i j k) της

(1 2 3).

Ο τύπος στην (4) γενικεύεται σε ορίζουσες µεγαλύτερων διαστάσεων. Αν η A

είναι µια µήτρα n × n, τότε

det A =
∑

P

(−1)s(P)a1i1a2i2 · · · anin , (5)

όπου υπάρχει ένας όρος στα δεξιά για κάθε πιθανή µετάθεση P =

(i1 i2 · · · in) της (1 2 · · · n), και µε s(P) συµβολίζουµε τον ελάχιστο αριθµό των

µεταφορών που απαιτούνται για να αλλάξουµε την (1 2 · · · n) στην (i1 i2 · · · in). Ο

τύπος στην (5) µπορεί να αποδειχθεί µε επαγωγή για το n. Ας υποθέσουµε ότι ισχύει

για ορίζουσες (n− 1)× (n− 1), ο τύπος µπορεί να επιβεβαιωθεί και για µια µήτρα n× n

A αναπτύσσοντας κατά µήκος της πρώτης γραµµής.Είναι αρκετά εύκολο να δούµε ότι

αυτό δίνει όρους της µορφής ±a1i1 a2i2 · · · anin , αλλά ϕαίνεται κάπως πιο δύσκολο να

ελέγξουµε το πρόσηµο. Τέλος, η απόδειξη του ϑεωρήµατος του αναπτύγµατος συµπα-

ϱαγουσών συνίσταται στο να αποδείξουµε ότι το ανάπτυγµα των συµπαραγουσών της

det A κατά µήκος οποιασδήποτε γραµµής ή στήλης της A είναι σύµφωνο µε τον τύπο

(5). Οι λεπτοµέρειές είναι χρονοβόρες και παραλείπονται.

Ορίζουσες και Στοιχειώδεις Πράξεις Γραμμών

΄Οπως περιγράψαµε στην Ενότητα 8.6, η ορίζουσα µιας τετραγωνικής µήτρας A µπορεί

να υπολογιστεί κατευθείαν από το ανάπτυγµα της det A κατά µήκος οποιασδήποτε

γραµµής ή στήλης τηςA. Επειδή αυτός ο υπολογισµός απαιτεί πολλές πράξεις, είναι

πιο αποτελεσµατικό να µετατρέψουµε την µήτρα A στην κλιµακωτή της µορφή R.

Καθώς λοιπόν κάθε τετραγωνική µήτρα σε κλιµακωτή µορφή είναι (άνω) τριγωνική, η

ορίζουσα της κλιµακωτής µορφής R είναι απλά το γινόµενο των διαγώνιων στοιχείων

της. Αλλά επειδή έχουµε αλλάξει τη µήτρα A µετατρέποντάς την σε R,η ερώτηση

είναι : Ποιες επιπτώσεις έχουν οι γραµµοπράξεις στην ορίζουσα της A;

Στο επόµενο ϑεώρηµα συνοψίζονται οι ιδιότητες 1, 2, και 5 της Ενότητας 8.6 και

περιγράφεται ο τρόπος παρακολούθησης των επιπτώσεων που έχουν οι στοιχειώδεις

πράξεις γραµµών στην ορίζουσα det A καθώς την µετατρέπουµε την A στην κλιµακωτή

της µορφή. Χρησιµοποιούµε εδώ τον συνοπτικό συµβολισµό.

|A| = det A

για την ορίζουσα A.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Η Επίδραση των Στοιχειωδών Πράξεων Γραμμών
΄Εστω A µια τετραγωνική µήτρα και B η µήτρα που προκύπτει εφαρµόζοντας µία

από τις τρεις στοιχειώδεις πράξεις γραµµών στην µήτρα A.

Τύπος 1ος : Αν η B προκύπτει διαιρώντας µια γραµµής της µήτρας A µε

k,τότε

|A| = k|B|. (6)

Τύπος 2ος : Αν η B προκύπτει µε αντιµετάθεση δύο γραµµών της A, τότε

|A| = −|B|. (7)

Τύπος 3ος : Αν η B προκύπτει προσθέτοντας ένα πολλαπλάσιο µιας γραµµής

της A σε µια άλλη, τότε

|A| = |B|. (8)

Το παρακάτω παράδειγµα δείχνει πώς πρέπει να είναι ο υπολογισµός της det A

χρησιµοποιώντας τις γραµµοπράξεις για να ανάγουµε την A στην κλιµακωτή µορφή

της.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
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΄Εχουµε διαιρέσει την

γραµµή 1 µε το 2.
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΄Εχουµε προσθέσει 4

ϕορές την γραµµή 1 στην

γραµµή 2, και −3 ϕορές

την γραµµή 1 στην

γραµµή 4.
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΄Εχουµε προσθέσει 3

ϕορές την γραµµή 4 στην

γραµµή 2, και 2 ϕορές

την γραµµή 4 στην

γραµµή 3.
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΄Εχουµε εναλλάξει τις

γραµµές 2 και 4.
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΄Εχουµε διαιρέσει την

γραµµή 3 µε το 11.
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΄Εχουµε προσθέσει −17

ϕορές την γραµµή 3 στην

γραµµή 4.

=(−22)(1)(−2)(1)( 80
11

) = 320. ◗

Αν µια τετραγωνική µήτρα A έχει µόνο ακέραια στοιχεία, είναι πάντα δυνατό να

κάνουµε την αναγωγή της στην κλιµακωτή µορφή χωρίς να δηµιουργήσουµε κλάσµα-

τα. Στους υπολογισµούς των οριζουσών (σε αντίθεση µε την επίλυση των γραµµικών

συστηµάτων), έχουµε την πρόσθετη ευελιξία να χρησιµοποιήσουµε στοιχειώδεις µετα-

σχηµατισµούς για τις στήλες. Τα αποτελέσµατά τους είναι ακριβώς όµοια µε εκείνα

των στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών, όπως περιγράφονται στο Θεώρηµα 1.

Στο Παράδειγµα 2, ϐλέπουµε ακριβώς αυτό κάνοντας τους υπολογισµούς διαφορετι-

κά από το Παράδειγµα 1.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
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΄Εχουµε προσθέσει την

γραµµή 4 στη γραµµή 3.
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΄Εχουµε προσθέσει (−3)

ϕορές την γραµµή 3 στην

γραµµή 4.
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= (−2)(1)(−2)(5)(16) = 320.

Ακόµα µια εναλλακτική είναι να µετατρέψουµε µόνο τις πρώτες n − 2 γραµµές

µιας n × n µήτρας A. Τότε µπορούµε απευθείας να υπολογίσουµε την ορίζουσα 2 × 2

που αποµένει στην κάτω δεξιά γωνία. Το αποτέλεσµα είναι η det A µε πολλαπλασιασµό

της 2 × 2 ορίζουσας µε τους προηγούµενους παράγοντες και τα διαγώνια στοιχεία.

΄Ετσι,
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∣

= (4)(−22+ 102) = 320. ◗

Ορίζουσες και Αντιστρεψιμότητα

Ξεκινήσαµε την Ενότητα 8.6 µε την παρατήρηση ότι µια 2 × 2 µήτρα A είναι αντι-

στρέψιµη αν και µόνο αν η ορίζουσά της είναι µη µηδενική: |A| , 0. Τώρα ϑέλουµε

να δείξουµε ότι αυτό το αποτέλεσµα ισχύει και για µήτρες n × n. Αυτή η σύνδεση

ανάµεσα στις ορίζουσες και στην αντιστρεψιµότητα συνδέεται άµεσα µε το γεγονός ότι

η συνάρτηση της ορίζουσας «ακολουθεί» των πολλαπλασιασµό µε την έννοια ότι

|AB| = |A| |B| (9)

Αν η A και B είναι µήτρες n×n . Το πρώτο µας ϐήµα είναι να δείξουµε ότι η εξίσωση (9)

ισχύει αν η A είναι µια στοιχειώδης µήτρα που προσδιορίζεται από την n×n ταυτοτική

µήτρα I εφαρµόζοντας έναν απλό µετασχηµατισµό γραµµών.

=

ΛΗΜΜΑ

Αν B είναι µια µήτρα n × n και η E είναι µια στοιχειώδης µήτρα n × n τότε

|EB| = |E| |B|. (10)

Απόδειξη Αυτό είναι απλά µια επαναδιατύπωση του Θεωρήµατος 1. Για παράδειγ-

µα, ας υποθέσουµε ότι η E προκύπτει από την I µε πολλαπλασιασµό της p γραµµής

µε c, έτσι ώστε |E| = c. Τότε το Θεώρηµα 5 της Ενότητας 8.5 µας λέει ότι το γινόµενο

EB είναι το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού της p γραµµής της B µε c. Εποµένως,

|EB| = c|B| = |E| |B|,

και έτσι έχουµε επιβεβαιώσει την Εξίσωση (10) για την πρώτη από τις τρεις στοιχειώδεις

µήτρες. Η επιβεβαίωση των άλλων δύο τύπων είναι παρόµοια. ◆

΄Εστω τώρα µια n × n µήτρα A την αντιστρεψιµότητα της οποίας ϑέλουµε να

εξετάσουµε, και έστω R είναι η κλιµακωτή µορφή της µήτρας A. Αν οι στοιχειώδεις

µήτρες F1,F2, . . . ,Fk αντιστοιχούν στις στοιχειώδεις πράξεις γραµµών που ανάγουν

την A στην R, τότε

Fk · · ·F2F1A = R (11)

από το Θεώρηµα 5 της Ενότητας 8.5. Αν ϑυµηθούµε ότι µια στοιχειώδης µήτρα είναι

αντιστρέψιµη (Ενότητα 8.5), µπορούµε να ξαναγράψουµε την Εξίσωση (11) ως

A = E1E2 · · ·EkR, (12)

όπου κάθε Ei = (Fi)
−1 είναι µια στοιχειώδης µήτρα. Εποµένως τώρα, από k εφαρµογές

του λήµµατος, προκύπτει ότι

A = |E1| |E2| · · · |Ek | |R|. (13)

Αυτή η σχέση είναι το κλειδί τόσο για την απόδειξη της (9) όσο και για την απόδειξη

του παρακάτω ϑεωρήµατος.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2 Ορίζουσες και Αντιστρεψιμότητα
Μια n × n µήτρα A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν det A , 0.

Απόδειξη Αν (όπως προηγουµένως) η R είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή της A,

τότε το Θεώρηµα 6 της Ενότητας 8.5 µας δίνει ότι

η A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν R = I. (14)

Επειδή η R είναι τετραγωνική ανηγµένη κλιµακωτή µήτρα,βλέπουµε ότι είτε η R είναι

η ταυτοτική µήτρα I και η |R| = 1, ή η R έχει όλες της γραµµές της µηδέν και, τελικά,

|R| = 0. Εποµένως,

R = I αν και µόνο αν |R| , 0. (15)

Τελικά, επειδή |E| , 0 αν η E είναι στοιχειώδης µήτρα, έχουµε από την Εξίσωση (13)

ότι

|R| , 0 αν και µόνο αν |A| , 0. (16)

Συνδυάζοντας τα αποτελέσµατα στις (14), (15), και (16), ϐλέπουµε ότι η A είναι αντι-

στρέψιµη αν και µόνο αν |A| , 0. ◆

΄Ετσι τώρα µπορούµε να προσθέσουµε τη ιδιότητα det A , 0 στην λίστα των ισο-

δύναµων ιδιοτήτων µιας ιδιάζουσας µήτρας όπως αυτές παρουσιάστηκαν στο Θεώρηµα

7 της Ενότητας 8.5. Πράγµατι, ορίζουµε µια τετραγωνική µήτρα A να είναι ιδιάζουσα

αν και µόνο αν det A , 0.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 Ορίζουσες και Γινόμενο Μητρών
Αν οι A και B είναι δύο n × n µήτρες, τότε

|AB| = |A| |B|. (9)

Απόδειξη Αν R είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή της A, τότε ϐλέπουµε ότι

A = E1E2 · · ·EkR, (12)

όπου E1,E2, . . . , και Ek είναι στοιχειώδεις µήτρες. ΄Ετσι

AB = E1E2 · · ·EkRB.

Τώρα παίρνουµε τις ορίζουσες και των δύο πλευρών, χρησιµοποιώντας το λήµµα που

παρουσιάσαµε νωρίτερα:

|AB| = |E1| |E2E3 · · ·EkRB| (λήµµα µία ϕορά)

= |E1| |E2| |E3 · · ·EkRB| (λήµµα δύο ϕορές)

= |E1E2| |E3 · · ·EkRB|. (λήµµα τρεις ϕορές)

Μετά από 2k − 1 ϐήµατα, έχουµε ότι

|AB| = |E1E2 · · ·Ek | |RB|. (17)

Το υπόλοιπο της απόδειξης εξαρτάται από το αν η µήτρα A είναι αντιστρέψιµη ή όχι.

Αν η A είναι αντιστρέψιµη, τότε R = I, οπότε η Εξίσωση (12) δίνει

A = E1E2 · · ·Ek

και επίσης RB = IB = B. Σε αυτή την περίπτωση η σηµασία της Εξίσωσης (17) είναι

ακριβώς ότι |AB| = |A| |B|.
Αν η A δεν είναι αντιστρέψιµη, τότε |A| = 0 (από το Θεώρηµα 2). Ακόµα,

όπως σηµειώσαµε προηγουµένως, η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή R της A έχει όλες

τις γραµµές µηδενικές σάυτή την περίπτωση. ΄Ετσι από τον ορισµό του γινοµένου

µητρών προκύπτει ότι το γινόµενο RB έχει µια µηδενική γραµµή, εποµένως |RB| = 0.

Στην περίπτωση της Εξίσωσης (17) έχουµε ότι |AB| = 0. Επειδή και οι δύο |A| = 0 και

|AB| = 0, η εξίσωση |AB| = |A| |B| ισχύει, και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. ◆
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Ο κανόνας του Cramer και η Αντίστροφη Μήτρα

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα n × n

Ax = b, (18)

όπου

A =
[

ai j

]

, x =



































x1

x2

...

xn



































και b =



































b1

b2

...

bn



































. (19)

Υποθέτουµε ότι η µήτρα των συντελεστών A είναι αντιστρέψιµη, έτσι γνωρίζουµε εκ των

προτέρων ότι η µοναδική λύση x της (18) υπάρχει. Η ερώτηση είναι πως να γράψουµε

το x κατευθείαν µε όρους των συντελεστών ai j και των σταθερών bi. Στην εξήγηση που

ακολουθεί ϑεωρούµε το x ως σταθερό (αν και άγνωστο) διάνυσµα.

Αν συµβολίσουµε µε a1, a2, . . . , an τα διανύσµατα στήλες της n×n µήτρας A, τότε

A =
[

a1 a2 · · · an

]

. (20)

Από το Γεγονός 1 της Ενότητας 8.5, µπορούµε να ξαναγράψουµε την Εξίσωση (18) ως

εξής

x1a1 + x2a2 + · · · + xnan = b.

΄Ετσι το σταθερό διάνυσµα b εκφράζεται µε όρους των x1, x2, . . . , xn του διανύσµατος

της λύσης x και των διανυσµάτων στήλες της A ως

b =

n
∑

j=1

x ja j. (21)

Το τέχνασµα για την εύρεση του i αγνώστου xi είναι να υπολογίσουµε την ο-

ϱίζουσα της µήτρας

[

a1 · · · b · · · an

]

=



































a11 · · · b1 · · · a1n

a21 · · · b2 · · · a2n

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bn · · · ann



































(22)

που λαµβάνουµε αντικαθιστώντας την i στήλη ai της A µε το σταθερό διάνυσµα b.

Χρησιµοποιώντας την Εξίσωση (21) για να αντικαταστήσουµε το b, ϐρίσκουµε ότι

∣

∣

∣ a1 · · · b · · · an

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 · · ·
n
∑

j=1

x ja j · · · an

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

n
∑

j=1

∣

∣

∣ a1 · · · x ja j · · · an

∣

∣

∣ (από την

Ιδιότητα 4 των

οριζουσών)

=

n
∑

j=1

x j

∣

∣

∣ a1 · · · a j · · · an

∣

∣

∣ (από την

Ιδιότητα 1 των

οριζουσών).

Σηµειώστε ότι, στον j όρο του αθροίσµατος, το διάνυσµα a j εµφανίζεται στην i ϑέση.

΄Ετσι έχουµε ϐρει ότι
∣

∣

∣ a1 · · · b · · · an

∣

∣

∣ = x1

∣

∣

∣ a1 a2 · · · a1 · · · an

∣

∣

∣

+ x2

∣

∣

∣ a1 a2 · · · a2 · · · an

∣

∣

∣

...

+ xi

∣

∣

∣ a1 a2 · · · ai · · · an

∣

∣

∣

...

+ xn

∣

∣

∣ a1 a2 · · · an · · · an

∣

∣

∣ .
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Από τις n ορίζουσες στο δεξί µέρος, όλες εκτός από την i έχουν δύο ίδιες στήλες και

έτσι είναι ίσες µε το µηδέν. Ο συντελεστής του xi στον i όρο είναι απλά

|A| =
∣

∣

∣ a1 a2 · · · ai · · · an

∣

∣

∣ .

Κατά συνέπεια, ένα αποτέλεσµα του υπολογισµού µας είναι ότι

∣

∣

∣ a1 · · · b · · · an

∣

∣

∣ = xi|A|. (23)

΄Ετσι, παίρνουµε τον επιθυµητό τύπο για το xi αφού διαιρέσουµε κάθε µέλος µε |A| , 0.

ΘΕΩΡΗΜΑ 4 Κανόνας του Cramer

Ας ϑεωρήσουµε ένα n × n γραµµικό σύστηµα Ax = b µε

A =
[

a1 a2 · · · an

]

.

Αν |A| , 0, τότε το i στοιχείο της µοναδικής λύσης x = (x1, x2, . . . , xn) δίνεται από

xi =

∣

∣

∣ a1 · · · b · · · an

∣

∣

∣

|A|

=

1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · b1 · · · a1n

a21 · · · b2 · · · a2n

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bn · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (24)

όπου (στην τελευταία ισότητα) το σταθερό διάνυσµα b αντικαθιστά το i διάνυσµα

στήλη ai της A.

Αντίστροφη και Ανάστροφη Μήτρα

Τώρα χρησιµοποιούµε τον κανόνα του Cramer για να ϕτιάξουµε έναν κλειστό τύπο για

τον υπολογισµό της αντίστροφης A−1 της αντιστρέψιµης µήτρας A. Αρχικά χρειάζεται

να ξαναγράψουµε τον κανόνα του Cramer πιο συνοπτικά. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα

στον αριθµητή της Εξίσωσης (24) κατά µήκος της iτ στήλης έχουµε

xi =
1

|A|
(b1A1i + b2A2i + · · · + bnAni), (25)

επειδή η συµπαράγουσα bp είναι απλά η συµπαράγουσα Api του api στην |A|. Ο τύπος

της Εξίσωσης (25) δίνει το διάνυσµα της λύσης

x =











































x1

x2

...

xn











































=

1

|A|











































b1A11 + b2A21 + . . . + bnAn1

b1A12 + b2A22 + . . . + bnAn2

...

b1A1n + b2A2n + . . . + bnAnn











































.

Τότε ο ορισµός του γινοµένου µητρών δίνει

x =
1

|A|











































A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...
. . .

...

A1n A2n · · · Ann





















































































b1

b2

...

bn











































(26)

για τη λύση x της Ax = b.

Παρατηρήστε ότι οι διπλοί δείκτες στην (26) έχουν αντιστραφεί και το στοιχείο

της i γραµµής και της j στήλης είναι το A ji (αντί του Ai j). Βλέπουµε λοιπόν στην

(26) την ανάστροφη της µήτρας των συµπαραγώγων
[

Ai j

]

µιας n × n µήτρας A. Η

ανάστροφη µήτρα των συµπαραγώγων της A ονοµάζεται προσαρτηµένη µήτρα της

A και συµβολίζεται µε

adj A =
[

Ai j

]T
=

[

A ji

]

. (27)
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Με την ϐοήθεια αυτού του συµβολισµού, ο κανόνας του Cramer όπως εκφράζεται στην

Εξίσωση (26) µπορεί να γραφεί σε µια πολύ απλή µόρφή

x =

[

A ji

]

b

|A|
=

(adj A)b

|A|
. (28)

Από το γεγονός ότι ο τύπος (28) µας δίνει τη µοναδική λύση x του Ax = b έπεται

ότι

A
(adj A)b

|A|
= b (29)

για κάθε n-διάστατο διάνυσµα b. Αν γράψουµε

C =
adj A

|A|
(30)

για λόγους συντοµίας, τότε

ACb = b (31)

για κάθε n-διάστατο διάνυσµα b. Από αυτό προκύπτει ότι (για µια στήλη την ϕορά,

όπως χρησιµοποιήσαµε το Γεγονός 2 στην Ενότητα 8.5) ότι

ACB = B (32)

για κάθε µήτρα B που έχει n γραµµές. Συγκεκριµένα, µε B = I (µια n × n ταυτοτική

µήτρα), ϐλέπουµε ότι

AC = I. (33)

Εποµένως, έχουµε ανακαλύψει ότι η µήτρα C όπως ορίζεται από την Εξίσωση (30)

είναι η αντίστροφη µήτρα A−1 της A.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5 Η Αντίστροφη Μήτρα
Η αντίστροφη µήτρα µιας αντιστρέψιµης µήτρας A δίνεται από την σχέση

A−1
=

adj A

|A|
=

[

ai j

]T

|A|
, (34)

όπου, όπως συνήθως, Ai j είναι ο ĳ συµπαράγοντας της A—δηλαδή Ai j είναι το

γινόµενο του (−1)i+ j και της ĳ ελάσσονας ορίζουσας της A.


