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Ιδιοδιανύσματα 10
10.1 Εισαγωγή στις Ιδιοτιμές

Δ
εδοµένης µια τετραγωνικής µήτρας A, ας ϑέσουµε την ακόλου-

ϑη ερώτηση: Υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα v τέτοιο, ώστε

το αποτέλεσµα Av του πολλαπλασιασµού του v µε την µήτρα

A να είναι απλά ένα ϐαθµωτό γινόµενό του v; ΄Αρα λοιπόν, η ερώτηση είναι κατά

πόσο υπάρχει ή όχι έναν µη µηδενικό διάνυσµα v και ένας αριθµός λ τέτοια ώστε

Av = λv. (1)

Στην Ενότητα 10.3 παρουσιάζουµε ενδιαφέρουσες εφαρµογές από τις οποίες προ-

κύπτει αυτό το ερώτηµα. Ο ορισµός που ακολουθεί µας δίνει την ορολογία που ϑα

χρησιµοποιήσουµε για την Εξίσωση (1).

ΟΡΙΣΜΟΣ Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα
Ο αριθµός λ ονοµάζεται ιδιοτιµή µιας n×n µήτρας A εάν υπάρχει ένα µη µηδενικό

διάνυσµα v τέτοιο ώστε

Av = λv. (1)

Σε αυτή την περίπτωση το διάνυσµα v ονοµάζεται ιδιοδιανύσµα της µήτρας A.

Λέµε επίσης ότι το ιδιοδιάνυσµα v συνδέεται µε την ιδιοτιµή λ, ή ότι η ιδιοτιµή λ

αντίστοιχεί µε το ιδιοδιάνυσµα v.

Κάποιες ϕορές µπορεί να συναντήσουµε τις ιδιοτιµές µε την ονοµασία κατάλ-

ληλες τιµές, ενώ σε ορισµένα ϐιβλία οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα µπορεί επίσης

να ονοµάζονται χαρακτηριστικές τιµές και χαρακτηριστικά διανύσµατα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Θεωρήστε την 2 × 2 µήτρα

A =

[

5 −6

2 −2

]

.

Αν v = (2, 1) =
[

2 1
]T

, τότε

Av =

[

5 −6

2 −2

] [

2

1

]

=

[

4

2

]

= 2v.

΄Ετσι, το v =
[

2 1
]T

είναι ένα ιδιοδιανύσµα της A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή

λ = 2. Αν v =
[

3 2
]T

, τότε

Av =

[

5 −6

2 −2

] [

3

2

]

=

[

3

2

]

= 1v.
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΄Ετσι το v =
[

3 2
]T

είναι ένα ιδιοδιάνυσµα της A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή

λ = 1. Συνοψίζοντας, ϐλέπουµε ότι οι αριθµοί λ1 = 2 και λ2 = 1 είναι και οι δύο

ιδιοτιµές της µήτρας A, µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα v1 =

[

2 1
]T

, v2 =

[

3 2
]T

,

αντίστοιχα. ◗

Οι ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα έχουν απλή γεωµετρική ερµηνεία. Υποθέστε ότι

Av = λv

Av = λv

v

(b)(a)

y y

xx

v

(λ > 0)

(λ < 0)

ΣΧΗΜΑ 10.1.1 (α) Μια
θετική ιδιοτιμή· (β) μια αρνητική
ιδιοτιμή.

το λ είναι µια ιδιοτιµή της µήτρας A µε αντίστοιχο ιδιοδιανυσµα v, έτσι ώστε Av = λv.

Τότε το µήκος |Av| του διανύσµατος Av είναι ±λ|v|, ανάλογα µε το πρόσηµο του λ.

΄Ετσι, αν λ > 0, τότε πολλαπλασιάζοντας µε v την µήτρα A διαστέλλεται ή συστέλλεται

το διάνυσµα v κατά την διεύθυνσή του. Αν λ < 0, τότε πολλαπλασιάζοντας µε v την A

αντιστρέφεται η κατεύθυνση του διανύσµατος v (ϐλέπε Σχήµα. 10.1.1).

Παρατήρηση 1 Αν v = 0, τότε η εξίσωση Av = λv ισχύει για κάθε αριθµό λ και ως

εκ τούτου, είναι άνευ σηµασίας. Αυτός άλλωστε είναι ο λόγος για τον οποίο µόνο µη

µηδενικά διανύσµατα ορίζονται ως ιδιοδιανύσµατα.

Παρατήρηση 2 ΄Εστω ότι λ είναι µια ιδιοτιµή και v το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα µιας

µήτρας A. Αν k είναι ένας οποιοσδήποτε µη µηδενικός αριθµός και u = kv, τότε

Au = A(kv) = k(Av)

= k(λv) = λ(kv) = λu,

άρα το u = kv είναι επίσης ένα ιδιοδιανύσµα που αντιστοιχεί στο λ. ΄Ετσι, κάθε µη

µηδενικό πολλαπλάσιο ενός ιδιοδιανύσµατος είναι επίσης ιδιοδιάνυσµα και αντιστοιχεί

στην ίδια ιδιοτιµή. Στο Παράδειγµα 1, για παράδειγµα, u1 = −3v1 =

[

−6 −3
]T

είναι

ένα ιδιοδιανύσµα που αντιστοιχεί στην λ1 = 2, και u2 = 4v2 =

[

12 8
]T

είναι ένα

άλλο ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην λ2 = 1. ◗

Χαρακτηριστική Εξίσωση

Τώρα ϑα εξετάσουµε το πρόβληµα της εύρεσης των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων

µιας n×n τετραγωνικής µήτρας A. Σύµφωνα µε τον ορισµό, ένα µη µηδενικό διάνυσµα

v είναι ιδιοδιάνυσµα της A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ όταν

Av = λv = λIv;

δηλαδή, όταν

(A − λI)v = 0. (2)

Για µια σταθερή τιµή του λ, η Εξίσωση (2) είναι ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα

µε n εξισώσεις και αγνώστους τις n συντεταγµένες του v. Από το Θεώρηµα 2 της

Ενότητας 8.6 και το Θεώρηµα 7 της Ενότητας 8.5, αυτό το σύστηµα έχει µη τετριµµένες

λύσεις v , 0 αν και µόνο αν η ορίζουσα

det(A − λI) = |A − λI|

των συντελεστών της µήτρας είναι µηδέν. Η εξίσωση |A − λI| = 0 ονοµάζεται χαρα-

κτηριστική εξίσωση της τετραγωνικής µήτρας A, και έχουµε αποδείξει ότι υπάρχει

ιδιοδιανύσµα v που αντιστοιχεί στο λ αν και µόνο αν το λ ικανοποιεί αυτή την εξίσωση.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Η Χαρακτηριστική Εξίσωση
Ο αριθµός λ είναι µια ιδιοτιµή της n × n µήτρας A αν και µόνο αν ο λ ικανοποιεί

την χαρακτηριστική εξίσωση

|A − λI| = 0. (3)
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Τώρα ας δούµε τι είδους εξίσωση είναι η εξίσωση (3) του χαρακτηριστικού πο-

λυωνύµου. Παρατηρήστε ότι η µήτρα.

A − λI =











































a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann − λ











































(4)

προσδιορίζεται απλά αφαιρώντας λ από κάθε διαγώνιο στοιχείο της A. Αν υπολογίσου-

µε την ορίζουσα |A− λI| ϑα δούµε ότι είναι πολυωνυµική µε µεταβλητή το λ, και ότι η

µεγαλύτερη δύναµη του λ προκύπτει από το γινόµενο των διαγώγώνιων στοιχείων της

µήτρας (4). Εποµένως η χαρακτηριστική εξίσωση µιας n× n µήτρας A έχει την µορφή

(−1)nλn
+ cn−1λ

n−1
+ · · · + c1λ + c0 = 0, (5)

δηλαδή µια πολυώνυµική εξίσωση του λ ϐαθµού n.

Σύµφωνα µε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της άλγεβρας, κάθε πολυωνυµική εξίσωση

n ϐαθµού µιας µεταβλητής έχει n λύσεις (µετρώντας και τις πολλαπλές), αλλά κάποιες

από αυτές µπορεί να είναι µιγαδικές. ΄Ετσι, µπορούµε να πούµε ότι µια n × n µήτρα

A έχει πάντα n ιδιοτιµές, αν και µπορεί να µην είναι διακεκριµένες και επίσης µπορεί

να µην είναι όλες πραγµατικές. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα περιορίσουµε την προσοχή

µας κυρίως στις πραγµατικές ιδιοτιµές, αλλά πρέπει να τονίσουµε τη σπουδαιότητα

των µιγαδικών ιδιοτιµών στην επίλυση συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

Για να ϐρούµε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα µιας n × n µήτρας

A:

1. Πρώτα λύνουµε την χαρακτηριστική εξίσωση

|A − λI| = 0.

2. Στην συνέχεια, για κάθε ιδιοτιµή λ που ϐρήκαµε, λύνουµε το γραµµικό

σύστηµα

(A − λI)v = 0

για να ϐρούµε τα αντίστοιχα του λ ιδιοδιανύσµατα.

Το να λύσουµε την χαρακτηριστική εξίσωση δεν είναι πάντα εύκολο. Στα Παρα-

δείγµατα και στα Προβλήµατα που ακολουθούν, έχουµε διαλέξει µήτρες των οποίων

το χαρακτηριστικό πολυώνυµο |A− λI| είναι γινόµενο παραγόντων των ιδιοτιµών τους.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Βρείτε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα της µήτρας

A =

[

5 7

−2 −4

]

.

Λύση Εδώ

A − λI =
[

5 − λ 7

−2 −4 − λ

]

, (6)

έτσι η χαρακτηριστική εξίσωση της A είναι

0 = |A − λI|

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 − λ 7

−2 −4 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (5 − λ)(−4 − λ) − (−2)(7)

= (λ − 5)(λ + 4) + 14 = λ2 − λ − 6;

δηλαδή, (λ + 2)(λ − 3) = 0. έτσι, η µήτρα A έχει δύο ιδιοτιµές τις −2 και 3. Για να

τις διακρίνουµε ϑέτουµε λ1 = −2 και λ2 = 3. Για να ϐρούµε τα αντίστοιχα ιδιοδια-

νύσµατα, αντικαθιστούµε ξεχωριστά κάθε ιδιοτιµή στην (6) και λύνουµε το σύστηµα

που προκύπτει (A − λI)v = 0.
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Περίπτωση 1: λ1 = −2. Με v =
[

x y
]T

, το σύστηµα (A − λI)v = 0 γίνεται

[

7 7

−2 −2

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

.

Κάθε µια από τις δύο εξισώσεις είναι πολλαπλάσιο της εξίσωσης x + y = 0, και κάθε

µη µηδενική λύση v =
[

x y
]T

αυτής της εξίσωσης είναι µη µηδενικό πολλαπλάσιο

του
[

1 −1
]T

. ΄Ετσι το µόνο ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 = −2 είναι

v1 =

[

1 −1
]T

.

Περίπτωση 2: λ2 = 3. Με v =
[

x y
]T

, το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι

[

2 7

−2 −7

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

.

Και εδώ, έχουµε µια µόνο εξίσωση, την 2x + 7y = 0 και οποιαδήποτε µη µηδενική

λύση της, αρκεί. Για y = −2 έχουµε x = 7, έτσι (πολλαπλασιάζοντας µε µια σταθερά)

το µόνο ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2 = 3 είναι το v2 =

[

7 −2
]T

.

Τελικά, ας σηµειώσουµε ότι δεν είναι αρκετό, απλά να πούµε ότι η δοσµένη

µήτρα A έχει για ιδιοτιµές τις −2 και 3 και για ιδιοδιανύσµατα τα
[

1 −1
]T

και
[

7 −2
]T

. Για να έχουµε την πλήρη εικόνα ϑα πρέπει να λέµε πιο ιδιοδιάνυσµα

αντίστοιχεί σε ποια ιδιοτιµή. ◗

Αν τα στοιχεία µιας µήτρας A είναι όλα πραγµατικοί αριθµοί, τότε είναι πραγ-

µατικοί και όλοι οι συντελεστές της χαρακτηριστικής εξίσωσης |A − λI| = 0. Στην

περίπτωση αυτή προκύπτει ότι οι µιγαδικές ιδιοτιµές (εάν υπάρχουν) της µήτρας A

εµφανίζονται µόνο σε συζηγή Ϲευγάρια. Στο επόµενο παράδειγµα παρουσιάζουµε την

περίπτωση ϕανταστικών ή µιγαδικών ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Η χαρακτηριστική εξίσωση της µήτρας

A =

[

0 8

−2 0

]

είναι

|A − λI| =
[

−λ 8

−2 −λ

]

= λ2
+ 16 = 0.

΄Ετσι η µήτρα A έχει τις συζυγείς µιγαδικές ιδιοτιµές λ = ±4i.

Περίπτωση 1: λ1 = −4i. Με v =
[

x y
]T

, το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι

[

4i 8

−2 4i

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

.

Η πρώτη εξίσωση, 4ix+8y = 0, είναι −2i ϕορές η δεύτερη και, προφανώς, ικανοποιείται

από τα x = 2i, y = 1. ΄Ετσι, το v1 =

[

2i 1
]T

είναι ένα µιγαδικό ιδιοδιάνυσµα που

αντιστοιχεί στην µιγαδική ιδιοτιµή λ1 = −4i.

Περίπτωση2: λ2 = +4i. Σε αυτή την περίπτωση, µπορείτε να ελέγξετε παρόµοια

ότι ο συζυγής v2 =

[

−2i 1
]T

του v1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί µε την

συζυγή λ2 της ιδιοτιµής λ1. ΄Ετσι οι µιγαδικές συζυγείς ιδιοτιµές ∓4i της µήτρας A

αντιστοιχούν σε συζυγή µιγαδικά ιδιοδιανύσµατα
[

±2i 1
]T

(διατηρώντας το πρόσηµο

που εµφανίζεται). ◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Η 2 × 2 ταυτοτική µήτρα I έχει την χαρακτηριστική εξίσωση
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 0

0 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1 − λ)2
= 0,
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έτσι η I έχει µια µόνο ιδιοτιµή, την λ = 1. Η εξίσωση (I − 1λ)v = 0 είναι
[

0 0

0 0

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

έτσι κάθε µη µηδενικό διάνυσµα v =
[

x y
]T

είναι ιδιοδιάνυσµα της I. Συγκεκρι-

µένα, η µοναδική ιδιοτιµή λ = 1 αντιστοιχεί σε δυο γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδια-

νύσµατα, το v1 =

[

1 0
]T

και το v2 =

[

0 1
]T

. ◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Η χαρακτηριστική εξίσωση της µήτρας

A =

[

2 3

0 2

]

είναι (2 − λ)2
= 0, έτσι η A έχει µια µοναδική ιδιοτιµη, την λ = 2. Η εξίσωση

(A − 2I)v = 0 δίνει
[

0 3

0 0

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

.

Εποµένως, το x είναι αυθαίρετο, αλλά το y = 0, και έτσι η ιδιοτιµη λ = 2 αντιστοιχεί

(πολλαπλασιασµό µιας σταθεράς) στο µοναδικό ιδιοδιάνυσµα v =
[

1 0
]T

. ◗

Στα Παραδείγµατα 2–5 ϐλέπουµε τις τέσσερις πιθανότητες για µια 2 × 2 µήτρα

A.΄Ετσι η A µπορεί να έχει

• δύο διακεκριµένες πραγµατικές ιδιοτιµές, κάθε µία από τις οποίες αντιστοιχεί

σε ένα µοναδικό ιδιοδιάνυσµα,

• µια µόνο πραγµατική ιδιοτιµή, η οποία αντιστοιχεί σε ένα µόνο ιδιοδιάνυσµα,

• µια µόνο ιδιοτιµή, η οποία αντιστοιχεί σε δύο γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδια-

νύσµατα, ή

• δύο συζυγείς µιγαδικές ιδιοτιµές οι οποίες αντιστοιχούν σε δύο συζυγή µιγαδικά

ιδιοδιανύσµατα.

Η χαρακτηριστική εξίσωση µιας 3× 3 µήτρας, σύµφωνα µε τη Εξίσωση (5), είναι

της µορφής

−λ3
+ c2λ

2
+ c1λ + c0 = 0. (7)

Η τιµή της συνεχούς συνάρτησης −λ3
+ sb + c0 στο αριστερό µέρος πλησιάζει στο +∞

καθώς το λ→ −∞ και στο −∞ καθώς λ→ +∞. ΄Ετσι κάθε τέτοια κυβική εξίσωση έχει

τουλάχιστον µια πραγµατική λύση,άρα κάθε 3× 3 µήτρα έχει (σε αντίθεση µε τις 2× 2

µήτρες) τουλάχιστον µια πραγµατική ιδιοτιµή. Μια 3 × 3 µήτρα µπορεί να έχει µια,

δύο, ή και τρεις διακεκριµένες ιδιοτιµές, και η µοναδική ιδιοτιµή µιας 3 × 3 µήτρας

µπορεί να αντιστοιχεί σε ένα, δύο ή τρία γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Στα

επόµενα δύο παραδείγµατα αυτής της ενότητας ϑα δούµε ορισµένες από αυτές τις πι-

ϑανότητες. Στο επόµενο παράδειγµα ϐλέπουµε επίσης ότι, ενώ το µηδενικό διάνυσµα

0 δεν µπορεί να είναι ιδιοδιάνυσµα µήτρας, η τιµή λ = 0 µπορεί να είναι ιδιοτιµή.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Βρείτε τις ιδιοτιµές και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα της µήτρας

A =





















3 0 0

−4 6 2

16 −15 −5





















.

Λύση Η µήτρα A − λI είναι

A − λI =





















3 − λ 0 0

−4 6 − λ 2

16 −15 −5 − λ





















. (8)

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της πρώτης γραµµής, έχουµε

|A − λI| = (3 − λ)[(6 − λ)(−5 − λ) + 30]

= (3 − λ)(λ2 − λ) = λ(λ − 1)(3 − λ).
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΄Ετσι η χαρακτηριστική εξίσωση |A−λI| = 0 δίνει τρεις ιδιοτιµές, τις λ1 = 0, λ2 = 1, και

λ3 = 3. Για να ϐρούµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα, πρέπει να λύσουµε το σύστηµα

(A − λI)v = 0 ξεχωριστά για κάθε µία ιδιοτιµή.

Περίπτωση 1: λ1 = 0. ΄Εστω v =
[

x y z
]T

και αντικαθιστούµε µε λ = 0 στην

µήτρα των συντελεστών της (8) οπότε έχουµε έχουµε το σύστηµα





















3 0 0

−4 6 2

16 −15 −5









































x

y

z





















=





















0

0

0





















.

Από την πρώτη εξίσωση την 3x = 0, προκύπτει ότι x = 0. Καθεµία από τις δύο

εξισώσεις που αποµένουν είναι πολλαπλάσιο τις εξίσωσης 3y + z = 0. Η επιλογή y = 1

δίνει z = −3. ΄Ετσι το ιδιοδιανύσµα v1 =

[

0 1 −3
]T

είναι αυτό που συνδέεται µε

την λ1 = 0.

Περίπτωση 2: λ2 = 1. Αντικαθιστώντας µε λ = 1 στην µήτρα των συντελεστών στην

(8) έχουµε το σύστηµα




















2 0 0

−4 5 2

16 −15 −6









































x

y

z





















=





















0

0

0





















για v =
[

x y z
]T

. Η πρώτη εξίσωση 2x = 0 δίνει ότι x = 0. Τότε η τρίτη εξίσωση

είναι πολλαπλάσιο της δεύτερης εξίσωσης, 5y + 2z = 0. Η επιλογή y = 2 δίνει z = −5,

έτσι το ιδιοδιανύσµα v2 =

[

0 2 −5
]T

είναι αυτό που συνδέεται µε την λ2 = 1.

Περίπτωση 3: λ3 = 3. Αντικαθιστώντας λ = 3 στην µήτρα των συντελεστών στην (8)

έχουµε το σύστηµα




















0 0 0

−4 3 2

16 −15 −8









































x

y

z





















=





















0

0

0





















.

Σε αυτή την περίπτωση, η πρώτη εξίσωση δεν δίνει καµία πληροφορία, αλλά αν προ-

σθέσουµε 4 ϕορές την δεύτερη εξίσωση στην τρίτη, το απότέλεσµα είναι −3y = 0, έτσι

y = 0. Κατά συνέπεια η δεύτερη και η τρίτη εξίσωση είναι και οι δύο πολλαπλάσια της

εξίσωσης 2x−z = 0. Η επιλογή x = 1 δίνει z = 2, έτσι το ιδιοδιάνυσµα v3 =

[

1 0 2
]T

αντιστοιχεί στην λ3 = 3.

Περιληπτικά, ϐρήκαµε τα ιδιοδιανύσµατα v1 =

[

0 1 −3
]T

, v2 =

[

0 2 −5
]T

,

και v3 =

[

1 0 2
]T

που συνδέονται µε τις διακεκριµένες ιδιοτιµές λ1 = 0, λ2 = 1,

και λ3 = 3, αντίστοιχα. ◗

Παρατηρήσεις Αντικαθιστώντας λ = 0 στην χαρακτηριστική εξίσωση |A−λI| = 0 έχουµε

ότι |A| = 0. ΄Ετσι η λ = 0 είναι µια ιδιοτιµή της µήτρας A αν και µόνο αν η A είναι

ιδιάζουσα, δηλαδή |A| = 0. ◗

Ιδιόχωροι

΄Εστω λ µια ιδιοτιµή µιας n × n µήτρας A. Τότε το σύνολο όλων των ιδιοδιανυσµάτων

της A είναι το σύνολο όλων των µη µηδενικών λύσεων του συστήµατος

(A − λI)v = 0. (9)

Ο χώρος των λύσεων αυτού του συστήµατος ονοµάζεται ιδιόχωρος της A που αντιστοι-

χεί στην ιδιοτιµή λ. Αυτός ο υπόχωρος του Rn περιλαµβάνει όλα τα ιδιοδιανύσµατα

που αντιστοιχούν στην λ µαζί και το µηδενικό διάνυσµα. Στο Παράδειγµα 6 ϐρήκαµε

(µε πολλαπλασιασµό µιας σταθεράς) ότι µόνο ένα ιδιοδιάνυσµα αντιστοιχεί σε κάθε

µια ιδιοτιµή λ, σε αυτή την περίπτωση ο ιδιόχωρος της λ είναι µονοδιάστατος. Στην

περίπτωση ενός ιδιόχώρου µεγαλύτερης διάστασης, ϑέλουµε γενικά να ϐρούµε µια

ϐάση του χώρου των λύσεων της Εξίσωσης (9).
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Βρείτε ϐάσεις για τους ιδιόχωρους της µήτρας

A =





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















.

Λύση Εδώ έχουµε

A − λI =





















4 − λ −2 1

2 −λ 1

2 −2 3 − λ





















. (10)

Αναπτύσσουµε ως προς την πρώτη γραµµή και έχουµε

|A − λI| = (4 − λ)(λ2 − 3λ + 2) − (−2)(4 − 2λ) + (1)(−4 + 2λ)

= −λ3
+ 7λ2 − 16λ + 12.

΄Αρα, για να ϐρούµε τις ιδιοτιµές χρειάζεται να λύσουµε την κυβική εξίσωση

λ3 − 7λ2
+ 16λ − 12 = 0. (11)

Ελπίζουµε να ϐρούµε ακέραιες λύσεις. Το ϑεώρηµα της παραγοντοίησης µας

λέει ότι αν µια πολυωνυµική εξίσωση

λn
+ cn−1λ

n−1
+ · · · + c1λ + c0 = 0

µε ακέραιους συντελεστές και συντελεστή µεγιστοβάθµιου όρου το 1 έχει µια ακέραια

λύση, τότε η λύση αυτή είναι διαιρέτης της σταθεράς c0. Στην περίπτωση της κυβικής

εξίσωσης (11), οι πιθανές τέτοιες λύσεις είναι ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, και ±12. Αντικα-

ϑιστούµε αυτούς τους αριθµούς διαδοχικά στην (11) και από αυτό ϐρίσκουµε ότι οι

+1 και −1 δεν είναι λύσεις αλλά ότι η λ = +2 είναι µια λύση. ΄Ετσι λ − 2 είναι ένας

παράγοντας του κυβικού πολυωνύµου στην (11). Στην συνέχεια, από την διαίρεση

λ2 − 5λ + 6

λ − 2 λ3 − 7λ2
+ 16λ − 12

λ3 − 2λ2

− 5λ2
+ 16λ − 12

− 5λ2
+ 10λ

6λ − 12

6λ − 12

0

ϐλέπουµε ότι

λ3 − 7λ2
+ 16λ − 12 = (λ − 2)(λ2 − 5λ + 6)

= (λ − 2)(λ − 2)(λ − 3)

= (λ − 2)2(λ − 3).

έτσι τελικά ϐλέπουµε ότι η µήτρα A έχει µια επαναλαµβανόµενη ιδιοτιµή, την λ = 2

και την ιδιοτιµή λ = 3.

Περίπτωση 1: λ = 2. Το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι





















2 −2 1

2 −2 1

2 −2 1









































x

y

z





















=





















0

0

0





















,

το οποίο είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση 2x − 2y + z = 0, η οποία προφανώς έχει

δισδιάστατο χώρο λύσεων. Με y = 1 και z = 0, έχουµε x = 1 και έτσι ϐρίσκουµε το

ιδιοδιάνυσµα της ϐάσης v1 =

[

1 1 0
]T

. Με y = 0 και z = 2, έχουµε x = −1 και

έτσι έχουµε ένα άλλο ιδιοδιάνυσµα της ϐάσης v2 =

[

−1 0 2
]T

. Ο δισδιάστατος

ιδιόχωρος της A που αντιστοιχεί στην επαναλαµβανόµενη ιδιοτιµή λ = 2 έχει ϐάση

την {v1, v2}.
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Περίπτωση 2: λ = 3. Το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι




















1 −2 1

2 −3 1

2 −2 0









































x

y

z





















=





















0

0

0





















.

Από την τελευταία εξίσωση έχουµε ότι x = y, οπότε οι δύο πρώτες εξισώσεις µας δίνουν

x = y = z. Από αυτό προκύπτει ότι ο ιδιόχωρος της A που αντιστοιχεί στην λ = 3 είναι

µονοδιάστατος και έχει το v3 =

[

1 1 1
]T

ως ϐάση ιδιοδιανυσµάτων. ◗

Παρατήρηση Γενικά τα πολυώνυµα υψηλού ϐαθµού δεν είναι τόσο εύκολο να παρα-

γοντοποιηθούν όσο αυτό του Παραδείγµατος 7. ΄Ετσι πολλές ϕορές για την επίλυση

της χαρακτηριστικής εξίσωσης εφαρµόζονται αριθµητικές τεχνικές όπως αυτή του Νε-

ύτωνα. Επιπλέον, για µια n× n µήτρα µε n µεγαλύτερο του 4, το πλήθος των πράξεων

που χρειάζεται για να υπολογίσουµε την χαρακτηριστική εξίσωση από την ορίζουσα

|A−λI| είναι µάλλον απαγορευτικό, καθώς η παρουσία της µεταβλητής λ δεν επιτρέπει

στις γραµµές και τις στήλες της κλιµακοποίησης να λειτουργήσουν µε τον ίδιο τρόπο

όπως µε τους αριθµούς. Κατά συνέπεια χρειάζονται εξειδικευµένες τεχνικές, πέρα από

τους σκοπούς της παρούσας συζήτησης, για να ϐρούµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδια-

νύσµατα µεγάλων µητρών που εµφανίζονται σε αρκετές εφαρµογές. Στα Προβλήµατα

40 και 41 στο τέλος αυτής της ενότητας παρουσιάζεται µια αριθµητική µέθοδος που

είναι πολλές ϕορές χρήσιµη για µήτρες µεσαίου µεγέθους. ◗

10.1 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Στα Προβλήµατα 1 έως 26, ϐρείτε τις (πραγµατικές) ιδιοτιµές και

τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα της µήτρας A. Βρείτε µια ϐάση για

κάθε ιδιόχωρο διάστασης 2 η µεγαλύτερης.

1.

[

4 −2

1 1

]

2.

[

5 −6

3 −4

]

3.

[

8 −6

3 −1

]

4.

[

4 −3

2 −1

]

5.

[

10 −9

6 −5

]

6.

[

6 −4

3 −1

]

7.

[

10 −8

6 −4

]

8.

[

7 −6

12 −10

]

9.

[

8 −10

2 −1

]

10.

[

9 −10

2 0

]

11.

[

19 −10

21 −10

]

12.

[

13 −15

6 −6

]

13.


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










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















14.





















5 0 0

4 −4 −2

−2 12 6





















15.





















2 −2 0

2 −2 −1

−2 2 3





















16.





















1 0 −1

−2 3 −1

−6 6 0





















17.





















3 5 −2

0 2 0

0 2 1





















18.





















1 0 0
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12 −15 −3





















19.





















3 6 −2

0 1 0

0 0 1





















20.





















1 0 0

−4 7 2

10 −15 −4





















21.





















4 −3 1

2 −1 1

0 0 2





















22.





















5 −6 3

6 −7 3

6 −6 2





















23.































1 2 2 2
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0 0 0 4






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





















24.































1 0 4 0

0 1 4 0

0 0 3 0

0 0 0 3































25.































1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2































26.































4 0 0 −3

0 2 0 0

0 0 −1 0

6 0 0 −5































Βρείτε τις µιγαδικές ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα για

τις µήτρες των Προβλήµατων 27 έως 32.

27. A =

[

0 1

−1 0

]

28. A =

[

0 −6

6 0

]

29. A =

[

0 −3

12 0

]

30. A =

[

0 −12

12 0

]

31. A =

[

0 24

−6 0

]

32. A =

[

0 −4

36 0

]

33. Υποθέστε ότι λ είναι µια ιδιοτιµή της µήτρας A µε αντίστοιχο

ιδιοδιανύσµα v και ότι n είναι ϑετικός ακέραιος. ∆είξτε ότι

η λn είναι µια ιδιοτιµή της An µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα

v.

34. ∆είξτε ότι η λ είναι µια ιδιοτιµή της αντιστρέψιµης µήτρας

A αν και µόνο αν λ−1 είναι µια ιδιοτιµή της A−1. Είναι τα

αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα ίδια·

35. (αʹ) Υποθέστε ότι A είναι µια τετραγωνική µήτρα. Χρησιµο-

ποιήστε την χαρακτηριστική εξίσωση για να δείξετε ότι

A και AT έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

(ϐʹ) ∆ώστε ένα παράδειγµα µιας 2×2 µήτρας A τέτοιας ώστε

η A και η AT να µην έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα.

36. ∆είξτε ότι οι ιδιοτιµές µιας τριγωνικής n × n µήτρας είναι τα

διαγώνια στοιχεία της.

37. Υποθέστε ότι η χαρακτηριστική εξίσωση |A− λI| = 0 γράφε-

ται ως πολυωνυµική εξισωση [Εξίσωση (5)]. ∆είξτε ότι ο

σταθερός όρος είναι c0 = det A. Υπόδειξη: Αντικαταστήστε

µια κατάλληλη τιµή για το λ.

38. Αν A =
[

ai j

]

είναι µια n × n µήτρα, τότε το ίχνος Tr A της

A ορίζεται ως

Tr A = a11 + a22 + · · · + ann,
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δηλαδή το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων της A. Μπο-

ϱεί να αποδειχθεί ότι ο συντελεστής του λn−1 στην Εξίσω-

ση (5) είναι cn−1 = (−1)n−1(Tr A). ∆είξτε ότι αυτό ισχύει στην

περίπτωση µιας 2 × 2 µήτρας.

39. Υποθέστε ότι µια n × n µήτρα A έχει n (πραγµατικές) ιδιο-

τιµές τις λ1, λ2, . . . , λn. Υποθέστε ότι το γενικό συµπέρασµα

του Προβλήµατος 38 ισχύει και αποδείξτε ότι

λ1 + λ2 + · · · + λn = Tr A

= a11 + a22 + · · · + ann.

40. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των Προβληµάτων 37 και 38,

το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

p(λ) = |A − λI|

µιας 3 × 3 µήτρας A δίνεται από την σχέση

p(λ) = −λ3
+ (Tr A)λ2

+ c1λ + (det A).

Ο εναποµένων συντελεστής c1 µπορεί να υπολογιστεί αντι-

καθιστώντας µε λ = 1 και στη συνέχεια υπολογίζοντας τις

δύο ορίζουσες |A| και p(1) = |A − I|. Χρησιµοποιήστε τη

µέθοδο αυτή για να ϐρείτε τη χαρακτηριστική εξίσωση, τις

ιδιοτιµές, και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα της µήτρας

A =





















32 −67 47

7 −14 13

−7 15 −6





















.

41. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των Προβληµάτων 37 και 38,

το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

p(λ) = |A − λI|

µιας 4 × 4 µήτρας A δίνεται από την σχέση

p(λ) = λ4 − (Tr A)λ3
+ c2λ

2
+ c1λ + (det A).

Οι εναποµένοντες συντελεστές c1 και c2 µπορεί να υπολο-

γιστούν αντικαθιστώντας µε λ = ±1 και υπολογίζοντας τις

τρεις ορίζουσες |A|, p(1) = |A−I|, και p(−1) = |A+I|. Χρησι-

µοποιήστε τη µέθοδο αυτή για να ϐρείτε τη χαρακτηριστική

εξίσωση, τις ιδιοτιµές, και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα της

µήτρας

A =



































22 −9 −8 −8

10 −7 −14 2

10 0 8 −10

29 −9 −3 −15



































.

42. Συνδυάστε τις ιδέες των Προβληµάτων 37–40 για να δείξετε

ότι

(αʹ) Αν A είναι µια 2 × 2 µήτρα τότε det(A − λI) = (−λ)2
+

Tr(A)(−λ) + det(A).

(ϐʹ) Αν A είναι µια 3 × 3 µήτρα τότε det(A − λI) = (−λ)3
+

Tr(A)(−λ)2
+ c1(−λ)+ det(A), όπου c1 είναι το άθροισµα

των ελασσόνων οριζουσών των διαγώνιων στοιχείων της

A. (Θυµηθείτε από την Ενότητα 8.6 την διαφορά µεταξύ

ελάσσονας ορίζουσας και προσηµασµένης ορίζουσας.)

10.2 Διαγωνιοποίηση Μητρών

΄Εστω µια n × n µήτρα A, µπορούµε να ϱωτήσουµε πόσα γραµµικώς ανεξάρτητα ι-

διοδιανύσµατα έχει η µήτρα A. Στην Ενότητα 10.1, είδαµε αρκετά παραδείγµατα

(για n = 2 και n = 3) στα οποία µια n × n µήτρα A έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα—τον µεγαλύτερο δυνατόν αριθµό. Αντίθετα, στο Παράδειγµα 5 της

Ενότητας 10.1, είδαµε ότι µια 2 × 2 µήτρα

A =

[

2 3

0 2

]

έχει µία µόνο ιδιοτιµή λ = 2 που αντιστοιχεί σε ένα µόνο ιδιοδιάνυσµα, το v =
[

1 0
]T

.

΄Οταν µια n× n µήτρα A έχει πράγµατι n γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

γίνεται κάτι πολύ ενδιαφέρον. Υποθέστε ότι οι ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn (όχι απαραίτη-

τα διακεκριµένες) της A αντιστοιχούν στα n γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

v1, v2, . . . , vn, αντίστοιχα. ΄Εστω

P =





























































v1 v2 · · · vn





























































(1)
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η n × n µήτρα η οποία έχει αυτά τα ιδιοδιανύσµατα ως διανύσµατα στήλες. Τότε

AP = A





























































v1 v2 · · · vn





























































=





























































Av1 Av2 · · · Avn





























































και έτσι

AP =





























































λ1v1 λ2v2 · · · λnvn





























































, (2)

επειδή Av j = λ jv j για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Εποµένως, το γινόµενο των µητρών AP έχει

τα διανύσµατα στήλη λ1v1, λ2v2, . . . , λnvn. Τώρα ας ϑεωρήσουµε την διαγώνια µήτρα

D =



































λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · λn



































, (3)

της οποίας τα διαγώνια στοιχεία είναι οι αντίστοιχες ιδιοτιµές (µε την ίδια σειρά) των

ιδιοδιανυσµάτων που σχηµατίζουν τις στήλες της P. Τότε

PD =





























































v1 v2 · · · vn































































































λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · λn



































=





























































λ1v1 λ2v2 · · · λnvn





























































, (4)

επειδή το γινόµενο της i-οστης γραµµής της P και της j στήλης της D είναι απλά

το γινόµενο της λ j και του i-οστου στοιχείου του v j. Τελικά, εάν συγκρίνουµε τα

αποτελέσµατα των (2) και (4), ϐλέπουµε ότι

AP = PD. (5)

Αλλά η µήτρα P είναι αντιστρέψιµη, επειδή τα n διανύσµατα στήλες είναι γραµµικώς

ανεξάρτητα. ΄Ετσι µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε από δεξιά µε P−1 και να έχουµε

A = PDP−1. (6)



Μαθηματικά Ι (ε
κδ. ΙΩ

Ν)

Edward & Penney

Διαγωνιοποίηση Μητρών ΕΝΟΤΗΤΑ 10.2 759

Η Εξίσωση (6) εκφράζει την n × n µήτρα A που έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα µε όρους της µήτρας των ιδιοδιανυσµάτων P και της διαγώνιας µήτρας

των ιδιοτιµών D. Μπορεί να γραφεί και ως D = P−1AP, αλλά η µορφή που πρέπει να

ϑυµάστε είναι αυτή της (6).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Στο Παράδειγµα 1 της Ενότητας 10.1 είδαµε ότι η µήτρα

A =

[

5 −6

2 −2

]

έχει για ιδιοτιµές τις λ1 = 2 και λ2 = 1 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα το v1 =

[

2 1
]T

και v2 =

[

3 2
]T

, αντιστοίχως. Τότε

P =

[

2 3

1 2

]

, D =

[

2 0

0 1

]

, και P−1
=

[

2 −3

−1 2

]

.

Εποµένως

PDP−1
=

[

2 3

1 2

] [

2 0

0 1

] [

2 −3

−1 2

]

=

[

4 3

2 2

] [

2 −3

−1 2

]

=

[

5 −6

2 −2

]

= A,

που συµφωνεί µε την Εξίσωση (6). ◗

Ομοιότητα και Διαγωνιοποίηση

Ο ακόλουθος ορισµός εκφράζει επακριβώς την σχέση (6) ανάµεσα στην αρχική µήτρα

A και την διαγώνια µήτρα D.

ΟΡΙΣΜΟΣ ΄Ομοιες Μήτρες
∆ύο n × n µήτρες A και B ονοµάζονται όµοιες εφόσον υπάρχει µια αντιστρέψιµη

µήτρα P τέτοια ώστε

B = P−1AP. (7)

Σηµειώστε ότι αυτή η σχέση µεταξύ των A και B είναι συµµετρική, καθώς αν

B = P−1AP, τότε A = Q−1BQ για κάποια αντιστρέψιµη µήτρα Q—απλά ϑεωρήστε ότι

Q = P−1.

Μια n × n µήτρα A ονοµάζεται διαγωνιοποιήσιµη εάν είναι όµοια µε µια δια-

γώνια µήτρα D, δηλαδή εάν υπάρχει µια διαγώνια µήτρα D και µια αντιστρέψιµη

µήτρα P τέτοιες ώστε A = PDP−1, και έτσι

P−1AP = D. (8)

Η διαδικασία της εύρεσης της µήτρας P και της διαγώνιας µήτρας D στην (8) ονοµάζε-

ται διαγωνιοποίηση της µήτρας A. Στο Παράδειγµα 1 δείξαµε ότι οι µήτρες

A =

[

5 −6

2 −2

]

και D =

[

2 0

0 1

]

είναι όµοιες, άρα και η 2 × 2 µήτρα A είναι διαγωνιοποιήσιµη.

Τώρα αναζητούµε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες µια τετραγωνική µήτρα

είναι διαγωνιοποιήσιµη. Από την Εξίσωση (6), είδαµε ότι αν µια n × n µήτρα A έχει n

γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, τότε η A είναι διαγωνιοποιήσιµη. Ισχύει και

το αντίστροφο.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Κριτήριο διαγωνιοποίησης
Μια n × n µήτρα A είναι διαγωνιοποιήσιµη αν και µόνο αν έχει n γραµµικώς

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα .
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Απόδειξη Αρκεί µόνο να δείξουµε ότι, αν µια n×n µήτρα A είναι διαγωνιοποιήσιµη,

τότε έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Υποθέστε ότι η A είναι όµοια µε

τη διαγώνια µήτρα D µε διαγώνια στοιχεία τα d1, d2, . . . , dn, και έστω ότι

P =
[

v1 v2 · · · vn

]

είναι µια αντιστρέψιµη µήτρα τέτοια ώστε D = P−1AP. Τότε

AP = A
[

v1 v2 · · · vn

]

=

[

Av1 Av2 · · · Avn

]

και

PD =
[

d1v1 d2v2 · · · dnvn

]

,

ουσιαστικά µε τους ίδιους υπολογισµούς όπως στην Εξίσωση (4). Αλλά AP = PD

επειδή D = P−1AP, έτσι έχουµε ότι

Av j = d jv j

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. ΄Ετσι τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vn είναι ιδιοδιανύσµατα της

µήτρας A που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές d1, d2, . . . , dn, αντίστοιχα. Και από το Θε-

ώρηµα 2 της Ενότητας 8.6 και το Θεώρηµα 2 της Ενότητας 10.3 προκύπτει ότι αυτά

τα n ιδιοδιανύσµατα της µήτρας A είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, επειδή είναι τα δια-

νύσµατα στήλης της αντιστρέψιµης µήτρας P. ◆

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Είναι σηµαντικό να ϑυµάστε όχι µόνο το γεγονός ότι µια n× n µήτρα

A που έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα είναι διαγωνοποιήσιµη, αλλά και

τη σχέση διαγωνιοποίησης A = PDP−1 της Εξίσωσης (6), όπου η µήτρα P έχει τα n

ιδιοδιανύσµατα ως στήλες της, και οι αντίστοιχες ιδιοτιµές είναι τα διαγώνια στοιχεία

της διαγώνιας µήτρας D. ◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
Στο Παράδειγµα 5 της Ενότητας 10.1 είδαµε ότι η µήτρα

A =

[

2 3

0 2

]

έχει µια µόνο ιδιοτιµή, τη λ = 2, και (µε πολλαπλασιασµό µιας σταθεράς) µόνο το

ιδιοδιάνυσµα v =
[

1 0
]T

αντιστοιχεί σάυτή την ιδιοτιµή. ΄Ετσι η 2 × 2 µήτρα A δεν

έχει n = 2 γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. ΄Ετσι από το Θεώρηµα 1 έχουµε

ότι η A δεν είναι διαγωνιοποιήσιµη. ◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Στο Παράδειγµα 6 της Ενότητα 10.1 είδαµε ότι η µήτρα

A =





















3 0 0

−4 6 2

16 −15 −5





















έχει τις ακόλουθες ιδιοτιµές µε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα:

λ1 = 3 : v1 =

[

1 0 2
]T

λ2 = 1 : v2 =

[

0 2 −5
]T

λ3 = 0 : v3 =

[

0 1 −3
]T
.

Είναι προφανές (γιατί ·) ότι τα τρία ιδιοδιανύσµατα v1, v2, v3 είναι γραµµικώς ανε-

ξάρτητα, έτσι από το Θεώρηµα 1 έχουµε ότι η 3 × 3 µήτρα A ειναι διαγωνιοποιήσιµη.

Συγκεκριµένα, η αντίστροφη της µήτρας των ιδιοδιανυσµάτων

P =
[

v1 v2 v3

]

=





















1 0 0

0 2 1

2 −5 −3




















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είναι η

P−1
=





















1 0 0

−2 3 1

4 −5 −2





















,

και η διαγώνια µήτρα είναι η

D =





















λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3





















=





















3 0 0

0 1 0

0 0 0





















.

Εποµένως, η Εξίσωση (6) P−1AP = D δίνει τη διαγωνιοποίηση

P−1AP =





















1 0 0

−2 3 1

4 −5 −2









































3 0 0

−4 6 2

16 −15 −5









































1 0 0

0 2 1

2 −5 −3





















=





















3 0 0

0 1 0

0 0 0





















της µήτρας A. ◗

Το επόµενο ϑεώρηµα αποδεικνύει ότι κάθε σύνολο από ιδιοδιανύσµατα που

αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές (όπως στο Παράδειγµα 3) είναι γραµµικώς

ανεξάρτητο.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 Ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διακεκριμένες Ιδιοτι-
μές
Υποθέστε ότι τα ιδιοδιανύσµατα v1, v2, . . . , vk συνδέονται µε τις διακεκριµένες ιδιο-

τιµές λ1, λ2, . . . , λk της µήτρας A. Τότε αυτά τα k ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικώς

ανεξάρτητα.

Απόδειξη Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή για το k. Το ϑεώρηµα ισχύει προφανώς

για k = 1, επειδή κάθε µοναδικό (µη µηδενικό) ιδιοδιάνυσµα αποτελεί ένα γραµµικώς

ανεξάρτητο σύνολο. Επαγωγικά υποθέτουµε ότι οποιοδήποτε σύνολο από k − 1 ιδιο-

διανύσµατα που αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές είναι γραµµικώς ανεξάρτητο.

Υποθέτοντας ότι

c1v1 + c2v2 + · · · + ckvk = 0, (9)

χρειάζεται να δείξουµε ότι c1 = c2 = · · · = ck = 0. Για να γίνει αυτό πρέπει να

πολλαπλασιάσουµε την Εξίσωση (9) µε τη µήτρα A − λ1I. Αρχικά σηµειώνουµε ότι

(A − λ1I)v j = Av j − λ1v j =

{

0 αν j = 1,

(λ j − λ1)v j αν j > 1,

επειδή Av j = λ jv j για κάθε j. ΄Ετσι, το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού της Εξίσω-

σης (9) µε A − λ1I είναι

c2(λ2 − λ1)v2 + · · · + ck(λk − λ1)vk = 0. (10)

Αλλά τα k−1 ιδιοδιανύσµατα v2, v3, . . . , vk είναι γραµµικώς ανεξάρτητα από την υπόθε-

ση της επαγωγής, έτσι κάθε ένας από τους συντελεστές c j(λ j−λ1) πρέπει να είναι µηδέν.

Τώρα, από την υπόθεση ότι οι ιδιοτιµές της A είναι διακεκριµένες έχουµε ότι λ j−λ1 , 0

για κάθε j > 1. ΄Αρα, από την Εξίσωση (10) προκύπτει ότι c2 = c3 = · · · = ck = 0. Αλλά

τότε η Εξίσωση (9) δίνει c1v1 = 0, έτσι έχουµε (επειδή v1 , 0) ότι και το c1 = 0. Επο-

µένως έχουµε δείξει ότι όλοι οι συντελεστές της Εξίσωσης (9) πρέπει να είναι µηδέν,

και έτσι ότι τα k ιδιοδιανύσµατα v1, v2, . . . , vk είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. ΄Αρα από

την επαγωγή το Θεώρηµα 2 ισχύει. ◆

Αν µια n × n µήτρα A έχει n διακεκριµένες ιδιοτιµές, τότε από το Θεώρηµα 2 τα

n αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε από το Θεώρηµα 1

έχουµε ότι η µήτρα A είναι διαγωνιοποιήσιµη. Με αυτό τον τρόπο έχουµε την ικανή

συνθήκη για τη διαγωνιοποίηση την οποία και παρουσιάζουµε στο Θεώρηµα 3.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3 Μια n × n Μήτρα με n Διακεκριμένες Ιδιοτιμές
Αν µια n × n µήτρα A έχει n διακεκριµένες ιδιοτιµές, τότε η µήτρα είναι διαγωνιο-

ποιήσιµη.

Γενικά, ωστόσο, µια n×n µήτρα A µπορεί να έχει λιγότερες από n διακεκριµένες

ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λk. Αν k < n, τότε µπορεί να αποπειραθούµε να διαγωνιοποιήσουµε

την A ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία.

Βήµα 1. Βρείτε µια ϐάση S i για τον ιδιόχωρο που αντιστοιχεί σε κάθε ιδιοτιµή λi.

Βήµα 2. Σχηµατίστε την ένωση S αυτών των ϐάσεων S 1, S 2, . . . , S k. Σύµφωνα µε

το Θεώρηµα 4 αυτής της ενότητας, το σύνολο S των ιδιοδιανυσµάτων της A είναι

γραµµικώς ανεξάρτητο.

Βήµα 3. Αν το S περιέχει n ιδιοδιανύσµατα v1, v2, . . . , vn, τότε η µήτρα

P =
[

v1 v2 · · · vn

]

διαγωνιοποιεί την A: δηλαδή, P−1AP = D, όπου τα διαγώνια στοιχεία της D είναι

οι ιδιοτιµές (επαναλαµβανόµενες όπου χρειάζεται) που αντιστοιχούν στα n ιδιοδια-

νύσµατα v1, v2, . . . , vn.

Αν το σύνολο S —που ϐρίσκουµε συγχωνεύοντας τις ϐάσεις για όλους τους ιδιόχωρους

της A—περιέχει λιγότερα από n ιδιοδιανύσµατα, τότε µπορεί να αποδειχθεί ότι η µήτρα

A δεν είναι διαγωνιοποιήσιµη.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Στο Παράδειγµα 7 της Ενότητας 10.1, είδαµε ότι η µήτρα

A =





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















έχει µόνο δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές, την λ1 = 2 και την λ2 = 3. Βρίσκουµε ότι

η ιδιοτιµή λ1 = 2 αντιστοιχεί σε έναν δισδιάστατο ιδιόχωρο µε διανύσµατα ϐάσης

τα v1 =

[

1 1 0
]T

και v2 =

[

−1 0 2
]T

, και ότι η λ2 = 3 αντιστοιχεί σε έναν

µονοδιάστατο ιδιόχωρο µε διάνυσµα ϐάσης το v3 =

[

1 1 1
]T

. Από το Θεώρηµα 4

(ή µε σαφή επαλήθευση), αυτά τα τρία ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα,

έτσι από το Θεώρηµα 1 έχουµε ότι η 3 × 3 µήτρα A είναι διαγωνιοποιήσιµη. Η µήτρα

των ιδιοδιανυσµάτων είναι η

P =
[

v1 v2 v3

]

=





















1 −1 1

1 0 1

0 2 1





















και έχει αντίστροφη µήτρα την

P−1
=





















−2 3 −1

−1 1 0

2 −2 1





















,

έτσι έχουµε την διαγωνιοποίηση

P−1AP =





















−2 3 −1

−1 1 0

2 −2 1









































4 −2 1

2 0 1

2 −2 3









































1 −1 1

1 0 1

0 2 1





















=





















2 0 0

0 2 0

0 0 3





















= D

της µήτρας A. ◗
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4 Γραμμικώς Ανεξάρτητα Ιδιοδιανύσματα
΄Εστω λ1, λ2, . . . , λk οι διακεκριµένες ιδιοτιµές µιας n × n µήτρας A. Για κάθε

i = 1, 2, . . . , k, έστω S i µια ϐάση του ιδιόχωρου που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λi.

Τότε η ένωση S των ϐάσεων S 1, S 2, . . . , S k είναι ένα γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο

ιδιοδιανυσµάτων της A.

Απόδειξη Για να απλοποιήσουµε τις πράξεις, ϑα παρουσιάσουµε την απόδειξη για

την χαρακτηριστική περίπτωση k = 3, όπου η µήτρα A έχει τρεις διακεκριµένες ιδιο-

τιµές, τις λ1, λ2, και λ3. ΄Εστω

S 1 = {u1, u2, . . . ,p },
S 2 = {v1, v2, . . . , vq}, και

S 3 = {w1,w2, . . . ,wr}

οι ϐάσεις για τους ιδιόχωρους που αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσµατα λ1, λ2, και λ3.

Αν υποθέσουµε ότι ένας γραµµικός συνδιασµός διανυσµάτων στο S = S 1 ∪ S 2 ∪ S 3

µηδενίζεται—

a1u1 + a2u2 + · · · + apup

+ b1v1 + b2v2 + · · · + bqvq

+ c1w1 + c2w2 + · · · + crwr = 0 (11)

—χρειάζεται να δείξουµε ότι όλοι οι συντελεστές είναι µηδέν. Αν γράψουµε

u = a1u1 + a2u2 + · · · + apup,

v = b1v1 + b2v2 + · · · + bqvq, και

w = c1w1 + c2w2 + · · · + crwr,

τότε η Εξίσωση (11) παίρνει την απλή µορφή

u + v + w = 0. (12)

Ωστόσο, τα διανύσµατα u, v, και w είναι είτε µηδέν είτε είναι ιδιοδιανύσµατα που αν-

τιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1, λ2, και λ3. Στην τελευταία αυτή περίπτωση, εφαρµόζουµε

το Θεώρηµα 2 και έτσι έχουµε ότι τα u, v, και w είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Επο-

µένως, η Εξίσωση (12) µας δίνει ότι u = v = w = 0. Τελικά, το γεγονός ότι τα {ui}
είναι γραµµικώς ανεξάρτητα µας δίνει ότι a1 = a2 = · · · = ap = 0 και το γεγονός ότι

τα {vi} είναι γραµµικώς ανεξάρτητα µας δίνει ότι b1 = b2 = · · · = bq = 0. Παρόµοια,

c1 = c2 = · · · = cr = 0. ΄Ετσι έχουµε αποδείξει ότι οι συντελεστές στην (11) είναι όλοι

µηδέν, και έτσι τα διανύσµατα στο S = S 1 ∪ S 2 ∪ S 3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. ◆

10.2 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Στα Προβλήµατα 1 έως 28, προσδιορίστε εάν η A είναι διαγωνιο-

ποιήσιµη. Αν ναι, ϐρείτε την µήτρα της διαγωνιοποίησης P και την

διαγώνια µήτρα D τέτοιες ώστε P−1AP = D.

1.

[

5 −4

2 −1

]

2.

[

6 −6

4 −4

]

3.

[

5 −3

2 0

]
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[
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]
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]
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





3 −2 0

0 1 0

−4 4 1





















17.





















7 −8 3

6 −7 3

2 −2 2





















18.





















6 −5 2

4 −3 2

2 −2 3





















19.





















1 1 −1

−2 4 −1

−4 4 1





















20.





















2 0 0

−6 11 2

6 −15 0





















21.





















0 1 0

−1 2 0

−1 1 1





















22.





















2 −2 1

−1 2 0

−5 7 −1





















23.





















−2 4 −1

−3 5 −1

−1 1 1





















24.





















3 −2 1

1 0 1

−1 1 2





















25.































1 0 −2 0

0 1 −2 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1































26.































1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 2






























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27.































1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 2































28.































1 1 0 1

0 1 1 1

0 0 2 1

0 0 0 2































29. Αποδείξτε : Αν οι µήτρες A και B είναι όµοιες και οι µήτρες

B και C είναι όµοιες, τότε οι µήτρες A και C είναι όµοιες.

30. Υποθέστε ότι οι µήτρες A και B είναι όµοιες και ότι ο n είναι

ϑετικός ακέραιος. Αποδείξτε ότι οι µήτρες An και Bn είναι

όµοιες.

31. Υποθέστε ότι οι αντιστρέψιµές µήτρες A και B είναι όµοιες.

Αποδείξτε ότι και οι αντίστροφες τους A−1 και B−1 είναι ε-

πίσης όµοιες.

32. ∆είξτε ότι αν δύο n × n µήτρες A και B είναι όµοιες, τότε

έχουν την ίδια χαρακτηριστική εξίσωση και έτσι έχουν τις

ίδιες ιδιοτιµές.

33. Υποθέστε ότι δύο n × n µήτρες A και B είναι όµοιες και

ότι κάθε µια έχει n πραγµατικές ιδιοτιµές. ∆είξτε ότι

det A = det B και ότι Tr A = Tr B. ∆είτε τα Προβλήµατα

38 και 39 της Ενότητας 10.1.

34. Θεωρήστε την 2 × 2 µήτρα

A =

[

a b

c d

]

και έστω ότι ∆ = (a − d)2
+ 4bc. Τότε δείξτε ότι

(αʹ) η A είναι διαγωνιοποιήσιµη αν ∆ > 0·

(ϐʹ) η A δεν είναι διαγωνιοποιήσιµη αν ∆ < 0·

(γʹ) Αν ∆ = 0, τότε δεν µπορούµε να αποφανθούµε για την

A.

35. ΄Εστω ότι η A είναι µια 3 × 3 µήτρα µε τρεις διακριτές ι-

διοτιµές. Περιγράψτε πως µπορούµε να κατασκευάσουµε

έξι διαφορετικές αντιστρέψιµες µήτρες P1,P2, . . . ,P6 και έξι

διαφορετικές διαγώνιες µήτρες D1,D2, . . . ,D6 τέτοιες ώστε

PiDi(Pi)
−1
= A για κάθε i = 1, 2, . . . , 6.

36. Αποδείξτε : Αν οι διαγωνιοποιήσιµες µήτρες A και B έχουν

τις ίδιες ιδιοτιµές (µε την ίδια πολλαπλότητα), τότε οι A και

B είναι όµοιες.

37. ∆ίνεται : Η διαγωνιοποιήσιµη µήτρα A. ∆είξτε ότι οι ιδιοτι-

µές της A2 είναι τα τετράγωνα των ιδιοτιµών της µήτρας A

αλλά οι µήτρες A και A2 έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα.

38. Υποθέστε ότι µια n×n µήτρα A έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε µια ιδιοτιµή λ. ∆είξτε

ότι η A είναι διαγώνια µήτρα.

39. ΄Εστω λi µια ιδιοτιµή µιας n×n µήτρας A, και έστω ότι η χα-

ϱακτηριστική εξίσωση της A έχει µόνο πραγµατικές λύσεις.

Η αλγεβρική πολλαπλότητα του λi είναι ο µεγαλύτερος

ϑετικός ακέραιος p(i) τέτοιος ώστε ο (λ − λi)
p(i) να είναι πα-

ϱάγοντας του χαρακτηριστικού πολυωνύµου |A − λI|. Η

γεωµετρική πολλαπλότητα της λi είναι η διάσταση q(i)

του ιδιόχωρου που αντιστοιχεί στην λi. Μπορεί να αποδει-

χθεί ότι p(i) ≥ q(i) για κάθε ιδιοτιµή λi. Θεωρώντας αυτά

δεδοµένα, αποδείξτε ότι η µήτρα A είναι διαγωνιοποιήσιµη

αν και µόνο αν η γεωµετρική πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής

είναι ίση µε την αλγεβρική πολλαπλότητά της.

10.3 Εφαρμογές των Δυνάμεων Μητρών

Σε αυτή την ενότητα ϑα συζητήσουµε εφαρµογές στις οποίες χρειάζεται να υπολο-

γίσουµε την Ak για µεγάλες τιµές του k, εάν δίνεται µια n × n µήτρα A. Αν η A είναι

διαγωνιοποιήσιµη, τότε η Ak µπορεί να ϐρεθεί κατευθείαν και έτσι να αποφύγουµε των

υπολογισµό των δυνάµεων A2,A3,A4, . . . µε διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µητρών.

Θυµηθείτε από την Ενότητα 10.2 ότι, αν µια n × n µήτρα A έχει n γραµµικώς

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα v1, v2, . . . , vn που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn

(όχι απαραίτητα διακεκριµένες), τότε

A = PDP−1, (1)

όπου

P =



















































v1 v2 · · · vn



















































και

D =



































λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · λn



































.

Σηµειώνουµε ότι η (1) δίνει

A2
= (PDP−1)(PDP−1) = PD(P−1P)DP−1

= PD2P−1
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επειδή P−1P = I. Πιο γενικά, για κάθε ϑετικό ακέραιο k,

Ak
= (PDP−1)k

= (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1)(PDP−1)

= PD(P−1P)D · · · (P−1P)DP−1;

Ak
= PDkP−1. (2)

Αλλά η k δύναµη Dk της διαγώνιας µήτρας D είναι εύκολο να υπολογιστεί :

Dk
=



































λk
1

0 · · · 0

0 λk
2
· · · 0

...
...
. . .

...

0 0 · · · λk
n



































. (3)

Εποµένως από την (2) έχουµε ένα γρήγορο και αποτελεσµατικό τρόπο για να υπο-

λογίσουµε οποιαδήποτε δύναµη µιας διαγωνιοποιήσιµης µήτρας A, από την στιγµή

που έχουµε ϐρει τις ιδιοτιµές της και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα, και εποµένως τις

µήτρες P και D.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Βρείτε την A5 αν

A =





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















.

Λύση Στο Παράδειγµα 7 της Ενότητα 10.1, ϐρήκαµε ότι η 3 × 3 µήτρα A έχει την

ιδιοτιµή λ1 = 3 µε αντίστοιχο ιδιοδιανύσµα το v1 =

[

1 1 1
]T

, και την επαναλαµ-

ϐανόµενη ιδιοτιµή λ2 = 2 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα v2 =

[

1 1 0
]T

και

v3 =

[

−1 0 2
]T

. ΄Αρα A = PDP−1 µε

P =





















1 1 −1

1 1 0

1 0 2





















και D =





















3 0 0

0 2 0

0 0 2





















.

Πρώτα υπολογίζουµε

P−1
=





















2 −2 1

−2 3 −1

−1 1 0





















και

D5
=





















243 0 0

0 32 0

0 0 32





















.

Τότε ο τύπος (3) δίνει

A5
=





















1 1 −1

1 1 0

1 0 2









































243 0 0

0 32 0

0 0 32









































2 −2 1

−2 3 −1

−1 1 0





















=





















243 32 −32

243 32 0

243 0 64









































2 −2 1

−2 3 −1

−1 1 0





















=





















454 −422 211

422 −390 211

422 −422 243





















. ◗
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Μήτρες Μετάβασης

Θέλουµε να εφαρµόσουµε αυτή τη µέθοδο υπολογισµού της Ak για να αναλύσουµε

τον τύπο ϕυσικών συστηµάτων ο οποίος περιγράφεται από το ακόλουθο µαθηµατικό

µοντέλο. Υποθέστε ότι η ακολουθία

x0, x1, x2, . . . , xk, . . . (4)

n διανυσµάτων ορίζεται από το αρχικό διάνυσµα x0 και µια n × n µήτρα µετάβασης

A µε τον ακόλουθο τρόπο

xk+1 = Axk για κάθε k ≥ 0. (5)

Φανταζόµαστε ένα ϕυσικό σύστηµα—όπως ένας πληθυσµός µε n συγκεκριµένους υ-

ποπληθυσµούς —που εξελίσσονται µέσα από µια σειρά διαδοχικών καταστάσεων που

περιγράφονται από τα διανύσµατα στην (4). Ο σκοπός µας είναι να υπολογίσουµε το

διάνυσµα κατάστασης xk στο k ϐήµα. Ωστόσο, χρησιµοποιώντας επαναλαµβανόµενα

την (5), ϐρίσκουµε ότι

x1 = Ax0, x2 = Ax1 = A2x0, x3 = Ax2 = A3x0,

και γενικά ότι

xk = Akx0. (6)

έτσι ο στόχος µας είναι να υπολογίσουµε την k δύναµη Ak της µήτρας µετάβασης A.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Θεωρήστε µια µητροπολιτική περιοχή µε σταθερό συνολικό πλη-

ϑυσµό ενός εκατοµµυρίου. Αυτή η περιοχή περιλαµβάνει την πόλη και τα προάστια,

και ϑέλουµε να αναλύσουµε της µεταβολές στον αστικό και προαστιακό πληθυσµό.

΄Εστω Ck ο πληθυσµός στην πόλη και S k ο πληθυσµός στα προάστια µετά από k έτη.

Υποθέστε ότι κάθε χρόνο το 15% του πληθυσµού της πόλης µετακινούνται στα προ-

άστια, ενώ το 10% του πληθυσµού των προαστίων µετακινούνται στην πόλη. Τότε

έχουµε

Ck+1 = 0.85Ck + 0.10S k

S k+1 = 0.15Ck + 0.90S k

(7)

για κάθε k ≥ 0. (Για παράδειγµα, ο πληθυσµός της πόλης για την επόµενη χρονιά

Ck+1 είναι ίσο µε το 85% του πληθυσµού της πόλης αυτή την χρονιά Ck συν το 10%

του πληθυσµού των προαστίων αυτή την χρονιά S k.) ΄Ετσι το διάνυσµα πληθυσµού

xk =

[

Ck S k

]T
της µητροπολιτικής περιοχής ικανοποιεί

xk+1 = Axk και έτσι xk = Akx0 (8)

(για κάθε k ≥ 0) µε µήτρα µετάβασης

A =

[

0.85 0.10

0.15 0.90

]

.

Η χαρακτηριστική εξίσωση της µήτρας µετάβασης A είναι

(

17

20
− λ)

) (

9

10
− λ

)

−
(

3

20

) (

1

10

)

= 0;

(17 − 20λ)(9 − 10λ) − 3 = 0;

200λ2 − 350λ + 150 = 0;

4λ2 − 7λ + 3 = 0;

(λ − 1)(4λ − 3) = 0.

έτσι οι ιδιοτιµές της A είναι λ1 = 1 και λ2 = 0.75. Για λ1 = 1, το σύστηµα (A−λI)v = 0

είναι
[

−0.15 0.10

0.15 −0.10

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,
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έτσι ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι το v1 =

[

2 3
]T

. Για λ2 = 0.75, το σύστηµα

(A − λI)v = 0 είναι
[

0.10 0.10

0.15 0.15

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

έτσι ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι v2 =

[

−1 1
]T

. Συµπεραίνουµε ότι A =

PDP−1, όπου

P =















2 −1

3 1















και D =















1 0

0 3
4















,

και

P−1
=

1
5

[

1 1

−3 2

]

.

Τώρα υποθέτουµε ότι ο στόχος µας είναι να προσδιορίσουµε τη µακροπρόθεσµη κα-

τανοµή του πληθυσµού ανάµεσα στην πόλη και τα προάστια. Σηµειώνουµε καταρ-

χήν ότι το ( 3
4
)k είναι «αµελητέο» όταν το k είναι αρκούντως µεγάλο, για παράδειγµα

( 3
4
)40 ≈ 0.00001. Προκύπτει ότι αν το k ≥ 40, τότε ο τύπος Ak

= PDkP−1 δίνει

Ak
=

[

2 −1

3 1

] [

1 0

0 ( 3
4
)k

]

(

1
5

)

[

1 1

−3 2

]

≈ 1
5

[

2 −1

3 1

] [

1 0

0 0

] [

1 1

−3 2

]

=
1
5

[

2 0

3 0

] [

1 1

−3 2

]

=
1
5

[

2 2

3 3

]

. (9)

΄Ετσι έχουµε ότι, αν το k είναι αρκούντως µεγάλο, τότε

xk = Akx0 ≈ 1
5

[

2 2

3 3

] [

C0

S 0

]

= (C0 + S 0)

[

0.4

0.6

]

=

[

0.4

0.6

]

,

επειδή C0+S 0 = 1 (εκατοµµύρια), ο σταθερός συνολικός πληθυσµός της µητροπολιτι-

κής περιοχής. ΄Ετσι η ανάλυση µας δείχνει ότι, ανεξάρτητα από την αρχική κατανοµή

του πληθυσµού ανάµεσα στην πόλη και τα προάστιά της, η µακροχρόνια κατανοµή

ϑα περιλαµβάνει 40% στην πόλη και 60% στα προάστια ◗

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Το αποτέλεσµα στο Παράδειγµα 2—όπου η µακροπρόθεσµη κατα-

νοµή είναι ανεξάρτητη της αρχικής—είναι χαρακτηριστικό µια γενικής κατηγορίας

προβληµάτων. Σηµειώνουµε ότι η µήτρα µετάβασης A στην (8) έχει την ιδιότητα ότι

το άθροισµα των στοιχείων κάθε στήλης να είναι 1. Μια n × n µήτρα µε µη αρνητι-

κά στοιχεία που έχει αυτή την ιδιότητα ονοµάζεται στοχαστική µήτρα. Μπορεί να

αποδειχθεί ότι, αν η A είναι στοχαστική µήτρα µε ϑετικά µόνο στοιχεία, τότε η λ1 = 1

είναι µια ιδιοτιµή της A και |λi| < 1 για τις υπόλοιπες. (Βλέπε Προβλήµατα 39 και

40.) Επιπλέον, καθώς k → ∞, η µήτρα Ak πλησιάζει την σταθερή µήτρα

[

v1 v1 · · · v1

]

,

κάθε µια από τις στήλες της οποίας είναι το ιδιοδιάνυσµα της A που αντιστοιχεί στην

λ1 = 1 το οποίο έχει άθροισµα στοιχείων ίσο µε 1. Η 2 × 2 στοχαστική µήτρα A του

Παραδείγµατος 1 παρουσιάζει αυτό το γενικό συµπέρασµα, µε λ1 = 1, λ2 =
3
4
, και

v1 = ( 2
5
, 3

5
). ◗

Μοντέλα Θηρευτών-Θηραμάτων

Στην συνέχεια, ας ϑεωρήσουµε έναν πληθυσµό ϑηρευτών και ϑηραµάτων ο οποίος α-

ποτελείται από αλεπούδες και κουνέλια που Ϲουν σε κάποιο δάσος. Αρχικά, υπάρχουν

F0 αλεπούδες και R0 κουνέλια, ενώ µετά από k µήνες, υπάρχουν Fk αλεπούδες και
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Rk κουνέλια. Υποθέτουµε ότι η µετάβαση από έναν µήνα στον επόµενο περιγράφεται

από τις εξισώσεις

Fk+1 = 0.4Fk + 0.3Rk

Rk+1 = −rFk + 1.2Rk,
(10)

όπου η σταθερά r > 0 είναι ο «ϱυθµός µεταβολής» που αναπαριστά το µέσο αριθµό

κουνελιών που τρώγονται ανά µήνα από κάθε αλεπού. Εποµένως,

xk+1 = Axk και έτσι xk = Akx0, (11)

όπου

xk =

[

Fk

Rk

]

και A =

[

0.4 0.3

−r 1.2

]

. (12)

Ο όρος 0.4Fk στην πρώτη εξίσωση (10) δείχνει ότι, χωρίς κουνέλια, µόνο το 40%

των αλεπούδων ϑα επιβιώνει κάθε µήνα, ενώ ο όρος 0.3Rk δείχνει το ποσό αύξησης του

πληθυσµού των αλεπούδων δεδοµένης της τροφής που διαθέτουν. Ο όρος 1.2Rk στην

δεύτερη εξίσωση δείχνει ότι, αν δεν υπήρχαν αλεπούδες ο πληθυσµός των κουνελιών

ϑα αυξανόταν 20% κάθε µήνα. Θέλουµε να διερευνήσουµε την µακροπρόθεσµη συµ-

περιφορά του πληθυσµού των αλεπούδων και των κουνελιών για διαφορετικές τιµές

του ϱυθµού r ῭κατανάλωσης΅ κουνελιών από αλεπούδες.

Η χαρακτηριστική εξίσωση της µήτρας µετάβασης A στην (12) είναι

(0.4 − λ)(1.2 − λ) + (0.3)r = 0;

(4 − 10λ)(12 − 10λ) + 30r = 0;

100λ2 − 160λ + (48 + 30r) = 0.

Ο τύπος της τετραγωνικής εξίσωσης τότε δίνει

λ =
1

200

[

160 ±
√

(160)2 − (400)(48+ 30r)
]

=
1

10

(

8 ±
√

16 − 30r
)

,

(13)

ο οποίος δίνει τις ιδιοτιµές της µήτρας A σε όρους ϱυθµού r. Στα παραδείγµατα 3, 4,

και 5 παρουσιάζονται τρεις πιθανότητες (για διαφορετικές τιµές του r) για το τι µπορεί

να συµβεί στις αλεπούδες και στα κουνέλια καθώς το k αυξάνει :

• οι Fk και Rk µπορεί να πλησιάζουν σταθερές µη µηδενικές τιµές. Σε αυτή την

περίπτωση οριακά σταθεροί πληθυσµοί συνυπάρχουν σε ισορροπία.

• οι Fk και Rk µπορεί να πλησιάζουν το µηδέν. Αυτή είναι η περίπτωση της

αµοιβαίας εξαφάνισης και των δύο ειδών.

• οι Fk και Rk µπορεί να αυξάνουν χωρίς όριο. Αυτή είναι η περίπτωση της

πληθυσµιακής έκρηξης.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Πληθυσμός Σταθερός στο ΄Οριο Αν r = 0.4, τότε η Εξίσωση (13)

δίνει τις ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = 0.6. Για λ1 = 1, το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι

[

−0.6 0.3

−0.4 0.2

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

άρα ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι το v1 =

[

1 2
]T

. Για λ2 = 0.6, το σύστηµα

(A − λI)v = 0 είναι
[

−0.2 0.3

−0.4 0.6

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

άρα ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι το v2 =

[

3 2
]T

. ΄Εχουµε ότι A = PDP−1,

όπου

P =

[

1 3

2 2

]

, D =

[

1 0

0 0.6

]

, και P−1
= − 1

4

[

2 −3

−2 1

]

.
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Τώρα είµαστε σε ϑέση να υπολογίσουµε την Ak. Αν το k είναι αρκούντως µεγάλο ώστε

(0.6)k ≈ 0—για παράδειγµα, (0.6)25 ≈ 0.000003—τότε ο τύπος Ak
= PDkP−1 µας δίνει

Ak
=

[

1 3

2 2

] [

1 0

0 (0.6)k

]

(− 1
4
)

[

2 −3

−2 1

]

≈ − 1
4

[

1 3

2 2

] [

1 0

0 0

] [

2 −3

−2 1

]

= − 1
4

[

1 0

2 0

] [

2 −3

−2 1

]

=
1
4

[

−2 3

−4 6

]

.

΄Ετσι έχουµε ότι αν το k είναι αρκούντως µεγάλο, τότε

xk = Akx0 =
1
4

[

−2 3

−4 6

] [

F0

R0

]

=
1
4

[

3R0 − 2F0

6R0 − 4F0

]

—δηλαδή,
[

Fk

Rk

]

= α

[

1

2

]

, όπου α = 1
4
(3R0 − 2F0). (14)

Αν υποθέσουµε ότι οι αρχικοί πληθυσµοί είναι τέτοιοι ώστε α > 0 (δηλαδή,

3R0 > 2F0), από τη (14) έχουµε ότι, καθώς το k αυξάνει, οι πληθυσµοί των αλεπούδων

και των κουνελιών πλησιάζουν µια σταθερή κατάσταση στην οποία τα κουνέλια ϑα

είναι διπλάσια από τις αλεπούδες. Για παράδειγµα, αν F0 = R0 = 100, τότε όταν το k

είναι αρκούντως µεγάλο, ϑα υπάρχουν 25 αλεπούδες και 50 κουνέλια.

◗

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Αμοιβαία εξαφάνιση Αν r = 0.5, τότε η Εξίσωση (13) δίνει τις

ιδιοτιµές λ1 = 0.9 και λ2 = 0.7. Για λ1 = 0.9, το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι

[

−0.5 0.3

−0.5 0.3

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

άρα ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι το v1 =

[

3 5
]T

. Για λ2 = 0.7, το σύστηµα

(A − λI)v = 0 είναι
[

−0.3 0.3

−0.5 0.5

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

άρα ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι το v2 =

[

1 1
]T

. ΄Εχουµε ότι A = PDP−1, µε

P =

[

3 1

5 1

]

, D =

[

0.9 0

0 0.7

]

, και P−1
= − 1

2

[

1 −1

−5 3

]

.

Τώρα και τα δύο (0.9)k και (0.7)k πλησιάζουν το 0 καθώς k αυξάνει χωρίς όριο (k →
+∞). ΄Ετσι, αν το k είναι αρκούντως µεγάλος, τότε ο τύπος Ak

= PDkP−1 δίνει

Ak
=

[

3 1

5 1

] [

(0.9)k 0

0 (0.7)k

]

(− 1
2
)

[

1 −1

−5 3

]

≈ − 1
2

[

3 1

5 1

] [

0 0

0 0

] [

1 −1

−5 3

]

=

[

0 0

0 0

]

,

άρα
[

Fk

Rk

]

= Ak

[

F0

R0

]

≈
[

0 0

0 0

] [

F0

R0

]

=

[

0

0

]

. (15)

Εποµένως, οι Fk και Rk και οι δύο πλησιάζουν το µηδέν καθώς το k → +∞, έτσι και

οι αλεπούδες και τα κουνέλια αλληλοεξουδετερώνονται. ◗
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Πληθυσμιακή ΄Εκρηξη Αν r = 0.325, τότε η Εξίσωση (13) δίνει

για ιδιοτιµές τις λ1 = 1.05 και λ2 = 0.55. Για λ1 = 1.05, το σύστηµα (A− λI)v = 0 είναι
[

−0.650 0.30

−0.325 0.15

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

.

Κάθε εξίσωση είναι πολλαπλάσιο της −13x + 6y = 0, έτσι ένα αντίστοιχο ιδιοδιανύσµα

είναι το v1 =

[

6 13
]T

. Για λ2 = 0.55, το σύστηµα (A − λI)v = 0 είναι

[

−0.150 0.30

−0.325 0.65

] [

x

y

]

=

[

0

0

]

,

έτσι ένα αντίστοιχο ιδιοδιανύσµα είναι το v2 =

[

2 1
]T

. Συµπεραίνουµε ότι A =

PDP−1 µε

P =

[

6 2

13 1

]

, D =

[

1.05 0

0 0.55

]

, και P−1
= − 1

20

[

1 −2

−13 6

]

.

Σηµειώστε ότι το (0.55)k πλησιάζει το µηδέν αλλά το (1.05)k αυξάνει χωρίς όριο

καθώς το k → +∞. ΄Επεται ότι αν το k είναι αρκούντως µεγάλο, τότε ο τύπος Ak
=

PDkP−1 δίνει

Ak
=

[

6 2

13 1

] [

(1.05)k 0

0 (0.55)k

]

(− 1
20

)

[

1 −2

−13 6

]

≈ − 1
20

[

6 2

13 1

] [

(1.05)k 0

0 0

] [

1 −2

−13 6

]

= − 1
20

[

(6)(1.05)k 0

(13)(1.05)k 0

] [

1 −2

−13 6

]

,

και έτσι

Ak ≈ − 1
20

(1.05)k

[

6 −12

13 −26

]

.

xk = Akx0 ≈ − 1
20

(1.05)k

[

6 −12

13 −26

] [

F0

R0

]

= − 1
20

(1.05)k

[

6F0 − 12R0

13F0 − 26R0

]

,

epomnwc

[

Fk

Rk

]

≈ (1.05)kγ

(16)

Αν το γ > 0 (δηλαδή, αν 2R0 > F0), τότε από τον παράγοντα (1.05)k στην (17)

προκύπτει ότι ο πληθυσµός των αλεπούδων αλλά και των κουνελιών αυξάνει µε ϱυθµό

5% ανά µήνα, δηλαδή και οι δύο αυξάνουν χωρίς όριο καθώς το k → +∞. Επιπλέον,

όταν το k είναι αρκούντως µεγάλο, οι δύο πληθυσµοί διατηρούν µια σταθερή αναλογία

6 αλεπούδες για κάθε 13 κουνέλια. Είναι επίσης ενδιαφέρον να σηµειώσουµε ότι

ο µηνιαίος «πολλαπλασιαστής πληθυσµού» είναι η µεγαλύτερη ιδιοτιµή λ1 = 1.05

και ότι τελική αναλογία πληθυσµών προσδιορίζεται από το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα

v1 =

[

6 13
]T

. ◗

Εν ολίγοις, συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα στα Παραδείγµατα 3, 4, και 5, το

κρίσιµο r = 0.4 στο Παράδειγµα 3 αντιπροσωπεύει µια µηνιαία κατανάλωση 0.4 κου-

νελιών ανά αλεπού,µε αποτέλεσµα σταθερούς τελικούς πληθυσµούς των δύο ειδών.

Αλλά αν οι αλεπούδες είναι πιο λαίµαργες και καταναλώνουν περισσότερο από 0.4

κουνέλια η καθεµιά µηνιαία, τότε το αποτέλεσµα είναι η εξαφάνιση και των δύο ειδών

(όπωςστο Παράδειγµα 4). Αν τα κουνέλια γίνουν πιο επιδέξια στην αποφυγή αλεπο-

ύδων, οπότε κάθε αλεπού ϑα καταναλώνει λιγότερο από 0.4 κουνέλια κάθε µήνα, τότε

και οι δύο πληθυσµοί ϑα αυξάνονται χωρίς όριο, όπως στο Παράδειγµα 5.
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Το Θεώρημα Cayley­Hamilton

΄Ενα από τα πιο αξιοσηµείωτα και σηµαντικά ϑεωρήµατα της γραµµικής άλγεβρας λέει

ότι ότι κάθε µήτρα ικανοποιεί την χαρακτηριστική της εξίσωση (όπως αποδείχθηκε για

την περίπτωση της 2 × 2 µήτρας στο Πρόβληµα 29 της Ενότητας 8.4).

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Cayley­Hamilton

Αν µια n × n µήτρα A έχει το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

p(λ) = (−1)nλn
+ cn−1λ

n−1
+ · · · + c2λ

2
+ c1λ + c0,

τότε

p(A) = (−1)nAn
+ cn−1An−1

+ · · · + c2A2
+ c1A + c0I = 0. (17)

Απόδειξη Θεωρούµε την (18) µόνο για την ειδική περίπτωση της διαγωνοποιήσι-

µης µήτρας A , καθώς η γενική περίπτωση ϑα συζητήθει στην Ενότητα 10.5. Αν

λ1, λ2, . . . , λn είναι οι ιδιοτιµές της A, τότε

Ak
= PDkP−1, όπου Dk

=











































λk
1

0 · · · 0

0 λk
2
· · · 0

...
...
. . .

...

0 0 · · · λk
n











































όπως στις Εξισώσεις (2) και (3) στην αρχή της ενότητας. Αρχικά, σηµειώνουµε ότι

p(D) = (−1)nDn
+ cn−1Dn−1

+ · · · + c2D2
+ c1D + c0I

= (−1)n











































λn
1

0 · · · 0

0 λn
2
· · · 0

...
...
. . .

...

0 0 · · · λn
n











































+ cn−1











































λn−1
1

0 · · · 0

0 λn−1
2

· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λn−1
n











































+ · · · + c2











































λ2
1

0 · · · 0

0 λ2
2
· · · 0

...
...
. . .

...

0 0 · · · λ2
n











































+ c1











































λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

...
...
. . .

...

0 0 · · · λn











































+ c0











































1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

...
...
. . .

...

0 0 · · · 1











































=











































p(λ1) 0 · · · 0

0 p(λ2) · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · p(λn)











































= 0,

επειδή p(λk) = 0 για k = 1, 2, . . . , n. ΄Ετσι η διαγώνια µήτρα D της µήτρας A ικανοποιεί

την χαρακτηριστική εξίσωση της A. Εποµένως έχουµε ότι

p(A) = (−1)nPDnP−1
+ cn−1PDn−1P−1

+ · · ·
+ c2PD2P−1

+ c1PDP−1
+ c0PIP−1

= Pp(D)P−1

= P 0 P−1
= 0,

. ◆
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Στο Παράδειγµα 7 της Ενότητας 10.1, ϐρήκαµε ότι η µήτρα

A =





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















έχει για χαρακτηριστικό πολυώνυµο το

p(λ) = −λ3
+ 7λ2 − 16λ + 12,

έτσι

−A3
+ 7A2 − 16A + 12I = 0, (18)

από το ϑεώρηµα των Cayley­Hamilton. Επειδή

A2
=





















14 −10 5

10 −6 5

10 −10 9





















,

από την (19) έχουµε ότι

A3
= 7A2 − 16A + 12I

= 7























14 −10 5

10 −6 5

10 −10 9























− 16





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















+ 12





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















=





















46 −38 19

38 −30 19

38 −38 27





















.

Πολλαπλασιάζοντας µε A έχουµε

A4
= 7A3 − 16A2

+ 12A

= 7(7A2 − 16A + 12I) − 16A2
+ 12A

= 33A2 − 100A + 84I

= 33























14 −10 5

10 −6 5

10 −10 9























− 100





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















+ 84





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















=





















146 −130 65

130 −114 65

130 −130 81





















.

΄Αρα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Cayley­Hamilton για να εκ-

ϕράσουµε (ϑετικές ακέραιες) δυνάµεις µιας 3× 3 µήτρας A σε σχέση µε την A και την

A2. Επίσης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Cayley­Hamilton για να

ϐρούµε την αντίστροφη µήτρα A−1. Αν πολλαπλασιάζουµε την Εξίσωση (19) µε A−1,

µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση −A2
+ 7A − 16I + 12A−1

= 0:

A−1
=

1

12
(A2 − 7A + 16I)

=
1

12





















14 −10 5

10 −6 5

10 −10 9





















−
7

12





















4 −2 1

2 0 1

2 −2 3





















+
16

12





















1 0 0

0 1 0

0 0 1





















=
1

6





















1 2 −1

−2 5 −1

−2 2 2





















. ◗
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10.3 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
Στα Προβλήµατα 1 έως 10, δίνεται µια µήτρα A. Χρησιµοποιήστε

την µέθοδο του Παραδείγµατος 1 για να υπολογίσετε την A5.

1.

[

3 −2

1 0

]

2.

[

5 −6

3 −4

]

3.

[

6 −6

4 −4

]

4.

[

4 −3

2 −1

]

5.

[

5 −4

3 −2

]

6.

[

6 −10

2 −3

]

7.





















1 3 0

0 2 0

0 0 2





















8.





















1 −2 1

0 1 0

0 −2 2





















9.





















1 −3 1

0 2 0

0 0 2





















10.





















4 −3 1

2 −1 1

0 0 2





















Βρείτε την A10 για κάθε µήτρα A που δίνεται στα Προβλήµατα 11

έως 14.

11.





















1 0 0

6 5 2

21 −15 −6





















12.





















11 −6 −2

20 −11 −4

0 0 1





















13.





















1 −1 1

2 −2 1

4 −4 1





















14.





















5 −5 −3

2 −2 −1

4 −4 −3





















15–24. Χρησιµοποιήστε το ϑεώρηµα Cayley­Hamilton (όπως

στο Παράδειγµα 6) για να ϐρείτε τις A−1, A3, και A4

για κάθε µήτρα A που δίνεται στα Προβλήµατα 5–14

(αντίστοιχα).

Στα Προβλήµατα 25 έως 30, έστω η µήτρα µετάβασης ενός πλη-

ϑυσµού από την πόλη στα προάστια A (όπως στο Παράδειγµα

2). Βρείτε την σταθερή µακροπρόθεσµη κατανοµή του συνολικού

πληθυσµού ανάµεσα στην πόλη και τα προάστια της.

25. A =

[

0.9 0.1

0.1 0.9

]

26. A =

[

0.85 0.05

0.15 0.95

]

27. A =

[

0.75 0.15

0.25 0.85

]

28. A =

[

0.8 0.1

0.2 0.9

]

29. A =

[

0.9 0.05

0.1 0.95

]

30. A =

[

0.8 0.15

0.2 0.85

]

Τα Προβλήµατα 31 έως 33 αναφέρονται στους πληθυσµούς

αλεπούδων-κουνελιών, όπως στα Παραδείγµατα 3 εως 5. ∆ια-

ϕέρει µόνο η µήτρα µετάβασης

A =

[

0.6 0.5

−r 1.2

]

.

31. Αν r = 0.16, δείξτε ότι οι πληθυσµοί των αλεπούδων και των

κουνελιών είναι µακροπρόθεσµα σταθεροί, µε 5 αλεπούδες

για κάθε 4 κουνέλια.

32. Αν r = 0.175, δείξτε ότι µακροπρόθεσµα και οι δύο πληθυ-

σµοί εξαφανίζονται.

33. Αν r = 0.135, δείξτε ότι µακροπρόθεσµα και οι δύο πληθυ-

σµοί αυξάνουν µε ϱυθµό 5% µηνιαία, διατηρώντας σταθερή

αναλογία 10 αλεπούδων για κάθε 9 κουνέλια.

34. Υποθέστε ότι η 2 × 2 µήτρα A έχει ιδιοτιµές τις λ1 = 1 και

λ2 = −1 και ιδιοδιανύσµατα τα v1 = (3, 4), v2 = (5, 7), αν-

τίστοιχα. Βρείτε τη µήτρα A και τις δυνάµεις A99 και A100.

35. Υποθέστε ότι |λ| = 1 για κάθε ιδιοτιµή λ της διαγωνιοποι-

ήσιµης µήτρας A. ∆είξτε ότι An
= I για κάθε Ϲυγό ϑετικό

ακέραιο n.

36. Υποθέστε ότι

A =

[

0 1

1 0

]

.

∆είξτε ότι A2n
= I και ότι A2n+1

= A για κάθε ϑετικό ακέραιο

n.

37. Υποθέστε ότι

A =

[

0 1

−1 0

]

.

∆είξτε ότι A4n
= I, A4n+1

= A, A4n+2
= −I, και A4n+3

= −A

για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

38. Η µήτρα

A =

[

1 1

0 1

]

δεν είναι διαγωνιοποιήσιµη. (Γιατί όχι ;) Γράψτε A = I + B.

∆είξτε ότι B2
= 0 και από αυτό ότι

An
=

[

1 n

0 1

]

.

39. ΄Εστω η στοχαστική µήτρα

A =

[

p 1 − q

1 − p q

]

,

όπου0 < p < 1 και 0 < q < 1. ∆είξτε ότι οι ιδιοτιµές της A

είναι λ1 = 1 και λ2 = p + q − 1, έτσι ώστε |λ2| < 1.

40. Υποθέστε ότι η A είναι µια n × n στοχαστική µήτρα—το

άθροισµα των στοιχείων κάθε στήλης είναι ίσο µε 1. Αν

v = (1, 1, . . . , 1), δείξτε ότι AT v = v. Γιατί προκύπτει από

αυτό ότι η λ = 1 είναι ιδιοτιµή της A;

41. Στο ϐιβλίο του Liber abaci (Βιβλίο Υπολογισµών) που δη-

µοσιεύθηκε το 1202, ο Leonardo Fibonacci∗ έκανε την α-

κόλουθη ερώτηση. Πόσα Ϲευγάρια κουνελιών γεννιόνται α-

πό ένα µόνο Ϲευγάρι σε ένα χρόνο, εάν κάθε µήνα, κάθε

Ϲευγάρι γεννάει ένα νέο Ϲευγάρι, το οποίο είναι εξίσου πα-

ϱαγωγικό ξεκινώντας από τον αµέσως επόµενο µήνα της

γέννησης του· Η απάντηση δίνεται από την ακολουθία Fi­

bonacci

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .

στην οποία κάθε όρος είναι το άθροισµα των δύο αµέσως

προηγούµενων. ∆ηλαδή, η ακολουθία ορίζεται αναδροµικά

ως εξής :

s0 = 1 = s1, sn+1 = sn + sn−1 ϕορ n ≥ 1.

Τότε ο αριθµός των Ϲευγαριών των κουνελιών που υπάρχουν

µετά απο n µήνες είναι sn. Σηµειώνουµε ότι αν

xn =

[

sn+1

sn

]

και A =

[

1 1

1 0

]

,

τότε

xn = Axn−1 και σο xn = Anx0,

όπου x0 = (1, 1).

(αʹ) ∆είξτε ότι η A έχει ιδιοτιµές τις λ1 =
1

2
(1 +

√
5) και λ2 =

1

2
(1−
√

5) µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα v1 = (1+
√

5, 2)

και v2 = (1 −
√

5, 2), αντίστοιχα.

∗ «Leonardo, son of Bonacci», 1175–1250, ένας από τους εξέχοντες µαθηµατικούς του µεσαίωνα. Είναι επίσης γνωστός ως Leonardo της Πίζας

(Leonardo Pisano)
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(ϐʹ) Υπολογίστε

[

sn+1

sn

]

= Anx0 = PDnP−1

[

1

1

]

για να προκύψει ο εκπληκτικός τύπος

sn =
1
√

5





























1 +
√

5

2













n+1

−












1 −
√

5

2













n+1
















.

΄Ετσι µετά από 1 χρόνο ο αριθµός των Ϲευγαριών των

κουνελιών είναι

s12 =
1
√

5





























1 +
√

5

2













13

−












1 −
√

5

2













13
















= 233.

∆είξτε ότι υπάρχουν 75,025 Ϲευγάρια κουνελιών µετά

από 2 χρόνια και πάνω από 2.5 τρισεκατοµµύρια Ϲευ-

γάρια κουνελιών µετά από 5 χρόνια.


