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Lésung zu Ubungsblatt 2
Aufgabe 1:

i) Fiir welches n € N gilt: 4" < n! (Hinweis: Taschenrechner erlaubt!)

Losung: Man rechnet nach, dass die Aussage A(n) : 4" < n! falsch ist, wenn n =
1,2,3,4,5,6,7,8 und wahr ist fiir n = 9, weil 262144 = 4% < 9! = 362880.

Wir starten nun mit dem Induktionsbeweis bei ng = 9:

e Induktionsanfang: ng = 9: 262144 = 4 < 9! = 362880. Also gilt A(9).

e Induktionsschritt: Sei n > 9 und A(n) : 4" < n! wahr.
Wir méchten die Aussage A(n + 1) : 4" < (n + 1)! nun herleiten. Hierzu gilt

m+1)!=Mn+1)-n!>n+1)-4" nach Induktionsvoraussetzung
> 44" = 4"t weil n+1>n>9>4

Also ist A(n + 1) wahr.
e Induktionsschluss: Somit gilt nach dem Prinzip der Vollstindige Induktion, dass
A(n) fur alle n > 9 wahr ist.
ii) Bestimme alle reellen Zahlen z € R, so dass ||z — 10| 4 2z| = 20.

Loésung: Wir bekommen 4 Gleichungen:
z—10=22420,2 — 10 =22z — 20,z — 10 = —22 + 20,z — 10 = —22 — 20

Oder etwas kompakter: z — 10 = +2x 4 20, wobei alle 4 Kombinationen der Vorzeichen
moglich sind. Wir erhalten dann 4 Losungen (wobei, 2 gleich sind!)

1
z = —30,10, 10, —EO.

Man priift, dass nur = 10, —30 die Bedingung erfiillen.

Aufgabe 2: Entscheide, ob die folgenden Mengen in R ein Minimum, Infimum, Supremum oder
Maximum haben und gib diese gegebenenfalls an:

1 1
a) X:z{—i—:n,meN}

m n

1 1
Loésung: Da 0 < — 4+ — < 2 fiir alle m,n € N ist 0 eine untere Schranke.
m n

1 1
Da lim < + > = 0 ist 0 die grosste untere Schranke. Somit ist inf(X) = 0 ¢ X

n—oo \ N n
und X besitzt kein Minimum. Andererseits ist 2 € X eine obere Schranke und somit ist
sup(X) = max(X) = 2.
1 1
b) YV := {—2:n,m6N}
m n
Loésung: Es gilt
1 1 1 1
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n2 m n? m
Da # beliebig klein wird, gilt dann sup(Y’) = 1. Andererseits, mit % beliebig klein gewihlt,
sieht man dass inf(Y") = —1. Somit existiert weder ein Maximum noch ein Minimum in Y.



1 1 1
Losung: Es ist [ ) }—n, 2- oo [ = {0,2 -3 [ = [o, g { Also inf(Z) = 0 = min(Z) und
neN

sup(Z) = 3 ¢ Z, so dass es kein Maximum gibt.

Aufgabe 3: Entscheide ob diese Folgen konvergieren und bestimme gegebenfalls diesen
Grenzwert:

) (5

Losung: Es gilt

-1 —-1)" 1 -1 1

< (=1) < — und lim — = 0 = lim —. Also nach dem
TLQ n2 77,2 n—oo n2 n—oo n2
Sandwich-Kriterium folgt

—1)n
lim 2) =0.
n—oo N
—1)"
b) ( 2( ) )
n“+2n+1/ N
—1)" —1)"
Loésung: Es ist: (1) _ (=1 und es gilt

n24+2n+1  (n+1)2
1 - (—=1)" <t
n? = (n+1)2 7~ (n+1)2 =~ (n+1)2

_1)»
Also nach Sandwich-Kriterium folgt ebenfalls, dass lim (=1)

n—>oon2+2n+1:
n2
C) 3n
2o +n neN

Lésung: Wir Teilen alle Terme durch 23" = (23)" = 8". Somit erhilt man mit Hilfe der
Eigenschaften von Limiten bzgl Summen und Quotienten, dass
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Wobei im vorletzten Schritt haben wir benutzt dass lim — = 0 = lim — wegen Satz
n—oo0 8N n—oo0 8N

4.1.16 aus dem Skriptum.

Q) <2n3 + (=1)"n? + 1)n6N

nd +n?+4
Losung: Wir teilen alle Terme durch n3. So gilt
I 2n3 + (=1)"n? + 1 . (2n3/n3) + (=1)"n?/n3 + 1/n3
im = lim
nsoo  m3+n? 44 n—c0 n3/n3 +n2/n3 +4/n3
. 24 (=1)"/n+1/n3
= lim
n—soo  1+4+1/n+4/n3
li 2+ (—1)" 1/n?
= lm_’HOO( + (D"t 1/n7) Quotient
limy, oo (1 4+ 1/n+4/n3)
2 4+ limy, oo ((=1)"/n) + limy, 00 (1/n3) 2

— =—-=2. Summe
14+ 1limye0(1/n) + 2+ limy,00(4/n3) 1

Durch n3 teilen



0 (=1)"n?+n+1
n? —1 neN

Loésung: Wir wenden den Teilfolgen-Test an, wobei

(-D)™2+n+1  (-1)"+1/n+1/n?
n?—1 N 1—-1/n?

Ty =

Also betrachte
(-1)*"+1/2n+1/(2n)* _ 1+1/2n+ 1/(2n)?

(-1 +1/2n+ 1) +1/2n+1)?  —1+1/2n+1)+1/(2n+ 1)?
T = _
2ntl 1—1/(2n+1)2 1—1/(2n+1)2
Dann gilt limy, o 22, = 1 aber limy, o x2,+1 = —1. Damit konvergiert die Folge x,, nicht

nach dem Teilfolgen-Test.

Aufgabe 4: Zeigen Sie, dass die angegebenen Folgen Nullfolgen sind:

. . R T . _ /n2+1
a) xp, = vVn?+1—n. (Hinweis: Multipliziere mit 1 = ﬁ)

Losung: Es gilt mit dem Hinweis

2 1— 2 1 2 1—n2 1
2y — /7n2+1—n:(\/n+ n)(vn?+1+n) n°+1-n

VnZ+1+n Vil l4n VRl+l4n
Desweiteren gilt 0 = vVn2 —n < v/n? +1 — n. Aber dann gibt es Sandwich-Folgen:
0<vn?+1l-n< ! < 1 =
- TVn2+1l4n T Vn2+14+4n " n

und somit gilt lim, ;o (Vn2+1—n) =0

n!

Losung: Sei ¢ > 0 gegeben. Wihle 2k so grof3, dass (%)k < &. Dann fiir n > 2k gilt % < %
und somit ist

n! 1-2-3---n 123 kk+1 n
n n-n-n---n  nnn n o n n
—_——

erste k Terme

@) () s =

restliche Terme alle<1

| |
Somit folgt, dass lim ™ 0 und Yn = ™ st eine Nullfolge.
n—oo NN nn



